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Groupes monogeéenes

Un groupe G est dit monogeéne s’il est engendré par un de ses éléments. Si g est un de
n e Z}.

ces générateurs, on a donc G = { g"

Z et Z/nZ sont des groupes monogenes, 1 et 1 constituant des générateurs évidents
(notons que, dans un cas comme dans 'autre, la loi de groupe étant donnée additivement,
la puissance n-iéme d’un élément g est notée ng plutét que ¢g"). Par ailleurs, si n et k
appartiennent a 7Z, la puissance n-iéme de k est effectivement égale au produit usuel n x k,
ce que suggére la notation nk. Parallélement, la « puissance » nk, pour n € Z et k € Z/nZZ,
coincide avec le produit usuel : nk = nk = k.

Le but est ici de démontrer que, réciproquement, tous les groupes monogénes sont
isomorphes & Z ou a 'un des Z/nZ, de déterminer leurs sous-groupes, leurs générateurs,
leurs automorphismes et leurs morphismes a valeurs dans un groupe général G.

Avant de commencer, convenons de deux notations :
7 G
k

. — .
— Si a est un élément d’un groupe G, on note ¢, : gk C’est tautologiquement

un morphisme de groupes.

. . Z/nZ — G
— Si a est un élément d’un groupe G vérifiant " = 1g, on note ¢¢(1n) : / ]}7;1 o gk
Cette application est bien définie car, si k = &/, on peut trouver un entier ¢ tel que
K = qn+k, et a® = a"* = (a")%a" = a*. 1l est alors immeédiat qu’elle est un

morphisme.
Avec cette définition, a est un générateur de G si et seulement si ¢, : Z — G est
surjectif.
Une derniére définition (importante) : I’ordre d’un élément g € G est le plus petit entier
n > 0 tel que g" = 1¢ (si un tel entier n’existe pas, on dit que 1’élément est d’ordre infini).

Classification des groupes monogénes

Proposition. Soit G un groupe monogéne. Alors G est isomorphe a Z ou il existe n > 1
tel que G soit isomorphe a Z/nZ.

Notons que ces cas s’excluent mutuellement, puisque ces groupes n’ont méme pas le
méme cardinal : |Z/nZ| = n et |Z| = cc.
Preuve. Soit donc z € G un élément générateur! : G = {xk ‘ k€ Z}. La disjonction se

fait selon l'ordre de .
— Si x est d’ordre infini, considérons le morphisme ¢, : Z — G. Ce morphisme est
n—n'

surjectif puisque z engendre G et injectif : si p,(n) = @ (n'), 2" = 2", donc z =
1. Quitte a remplacer n — n’ par son opposé, on peut utiliser le fait qu’z est d’ordre

1. Notons qu’a priori, rien ne nous indique que G est abélien, et qu’il est donc exclu d’utiliser la notation
additive.



infini : cela implique n — n’ = 0. Notons qu’en fait, on a redémontré le fait qu’un
morphisme est injectif si et seulement si son noyau est réduit au sous-groupe trivial.

— Si z est d’ordre n, on peut considérer ¢ = 2/1§5") : Z/nZ — G. Clest encore un
morphisme surjectif. Montrons qu’il est injectif : soit k € kert. Puisque k est un
élément de Z/nZ, on peut supposer que 0 < k < n. On a donc z¥ = 1. Mais n
est, par construction, minimal parmi les entiers strictement positifs possédant cette
propriété. On a donc k = 0, et kert) = {0}

Dans tous les cas, on a donc exhibé un isomorphisme ¢ : Z — G ou ¢ : Z/nZ — G. O

Un corollaire de cette preuve est important : le cardinal d’'un groupe monogéne est
égal a l'ordre de ses générateurs. C’est un résultat utilisé en permanence dans I'étude des
sous-groupes monogeénes d'un groupe général.

Sous-groupes

On a pour commencer des sous-groupes monogénes k7 = {ku ’ u € Z} de Z. Puisque

kZ = (—k)Z, on peut méme se restreindre aux cas ott k > 0. On les a en fait tous de cette
facon :

Proposition. Soit H un sous-groupe de Z. Alors il existe k > 0 tel que H = kZ.

Preuve. Si H = {0}, on peut écrire H = 0Z. Sinon, il existe dans H un élément non
nul et, quitte & en prendre 'opposé, il existe méme un entier strictement positif. Soit donc
k = min(H N N*). On va montrer que H = kZ.

Déja, H contient k. Il contient donc également (k) = kZ. Reste & montrer 'inclusion
réciproque. Soit h € H : on en écrit la division euclidienne par k : h = gk+r, avec 0 < r < k.
On a alors r = h — gk, et donc r € H. Par minimalité de k, on ar =0 et h = gk € kZ. On
a ainsi montré que H = kZ. O

On a donc montré que tout sous-groupe de Z est un sous-groupe monogene. La méme
chose est valable pour Z/nZ.

Proposition. Soit n > 1. Tout sous-groupe de Z/nZ est cyclique, engendré par un
élément k, avec k divisant n.

Preuve. On pourrait refaire une preuve similaire a celle de la proposition précédente.
Il est cependant plus économique d’utiliser ce que l'on sait déja sur Z. Soit donc w :
7 — 7./nZ le morphisme ? de groupes qui envoie k sur k. C’est un morphisme évidemment
surjectif. Soit H un sous-groupe de Z/nZ. ¢~ '[H] est alors un sous-groupe de Z, qui contient
ker m = nZ. On peut donc 'écrire kZ, avec k positif. Puisqu’il contient nZ, k divise n. En
outre, puisque 7 est surjectif, on a H = [7T_1[HH = m|kZ]. Cela démontre la proposition,
puisque 'on a toujours, étant donné un morphisme y : G; — Gy et un élément g € Gy :

x[(9)] = x [{g” n e ZH = {X(g”) ne Z} = {X(g)” nGZ} = (x(9)). On a donc
H = (k). 0

2. C’est un morphisme important, d’ailleurs égal a 7. On le nommera bientdt surjection canonique.



Notons que ces sous-groupes H = (k) sont tous différents. En effet, la premiére pro-
position (ou plutét sa preuve) nous a montré que le cardinal du groupe engendré par un
élément était égal a ’ordre de cet élément. Or, il est facile de voir que, si k divise n, 'ordre
de k dans Z/nZ est n/k. On a obtenu au passage un autre résultat sur le groupe cyclique
qui est une espéce de réciproque au théoréme de Lagrange.

Proposition. Soit G un groupe cyclique d’ordre n et d un diviseur de n. Alors G
posséde un unique sous-groupe d’ordre d.

Générateurs

Proposition. Les générateurs de Z sont 1 et -1. Les générateurs de Z/nZ sont les k
(0 < k < n) tels que k et n sont premiers entre eux.

Preuve. Puisque 1 est générateur de Z, k est générateur de Z si et seulement si 1 € (k),
c’est-a-dire si et seulement s’il existe u € Z tel que 1 = ku, ce qui n’arrive que pour k = +1.
De la méme fagon, on a la suite d’équivalences :

(k) =7Z/nZ < 1€ (k)
& ueZ:1=uk
& Ju,weZ:l=uk+oun
& kAn=1,

la derniére équivalence provenant du théoreme de Bézout. ]

Morphismes

Commencons par une remarque aussi facile qu’utile : si G et H sont deux groupes, G
étant monogéne engendré par x et o, : G — H sont deux morphismes prenant la méme
valeur sur z, alors ils coincident sur tous les éléments de la forme 2%, ¢’est-a-dire sur tout
le groupe G et @ = . Autrement dit, un morphisme est déterminé par sa valeur sur un
générateur. 3

Proposition. Soit G un groupe. On a

Hom(Z,G) = {goa aecG
Hom(Z/nZ,G) = {w((l”) acG,a" = 1}.

Preuve. Les ¢, : Z — G sont bien des morphismes et, si x : Z — G est un morphisme,
X et oy 1) sont des morphismes coincidant sur 1 donc, d’aprés la remarque, x = @y ).

De méme, si x : Z/nZ — G est un morphisme, soit a = x(1). On a a™ = x(1)" =
x(n1) = x(0) = 1 donc 9™ est bien définie. C’est alors un morphisme coincidant avec

sur 1, et x = 1/1((1”). O

3. Notons que le méme résultat serait vrai, mutatis mutandis, dans un cadre plus général : deux mor-
phismes coincidant sur une partie coincident sur le sous-groupe engendré par cette partie.



En particulier, Hom(Z/nZ,7Z) = {0}, car 0 est le seul a € Z tel que na = 0. La
détermination de Hom(Z/nZ, Z/mZ) est plus subtile : il faut déterminer tous les éléments
k de Z/mZ tels que nk = 0, c’est-a-dire tous les éléments de Z/mZ dont I'ordre divise n.

On va donc déterminer plus précisément cet ensemble {/?; € Z/nZ |nk = (_)} qui est
souvent noté Z/mZn|. On peut d’abord remarquer que, parce que le groupe est abélien,
cet ensemble est un sous-groupe de Z/mZ. En fait, en posant d = m A n, on va démontrer
que cet ensemble n’est rien d’autre que le sous-groupe de cardinal d de Z/mZ, c’est-a-dire
le sous-groupe H engendré par n_/d

Tout d’abord, H est inclus dans Z/mZ[n| : tout élément de H a un ordre divisant d,
donc a fortiori divisant n. Mais Z/mZ[n] ne peut pas étre plus grand que H : puisque
c’est un sous-groupe de Z/mZ, il est cyclique, donc son cardinal est égal a 'ordre de ses
générateurs. Or cet ordre est par définition un diviseur de n et de m, donc un diviseur de
d. Ainsi, Z/mZ[n] a au plus d éléments, et il est donc égal a H.

Pour la proposition suivante, on convient de noter* (Z/ nZ)* I'ensemble des ke Z/nZ
tels que k et n sont premiers entre eux (autrement dit, tels que & engendre Z/nZ).

Proposition. Aut(Z) = {id, z — —z}. Aut(Z/nZ) = {@/)((L”)

a€ (Z/nZ)X}.

Preuve. On a déja Hom(Z,7Z) = {gpa a e Z} et Hom(Z/nZ,Z/nZ) = {wé")
Il reste & déterminer lesquels de ces morphismes sont des isomorphismes.

On a vu qu’en général, I'image par un morphisme de (g) n’est rien d’autre que le sous-
groupe engendré par I'image de g. Pour que ¢, (resp. ™) soit surjectif, il faut et il suffit
donc que a soit un générateur, c’est-a-dire que ¢, € {id,z — —z} (resp. a € (Z/nZ)*).

Réciproquement, dans ce cas, on a affaire & un isomorphisme : cela est immédiat dans
le cas de Z, et cela provient pour Z/nZ du fait qu'une application surjective entre deux
ensembles finis de méme cardinal est automatiquement injective. U

ac Z/nz}.

4. Cette notation étrange provient du fait qu’en général, si A est un anneau, on note A* les éléments
de A qui admettent un inverse pour la multiplication. Muni de la multiplication, c’est alors un groupe
que l'on appelle le groupe des unités de l’anneau. Ici, cela correspond bien aux éléments premiers avec n,
d’aprés le théoréme de Bézout.



