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Polynémes symétriques et fractions rationnelles

Exercice 1.
Ecrire en fonction des polynémes symétriques élémentaires les polynémes suivants.

1.
2.

P=X3Y+XY3+X3Z+XZ34+Y3Z+YZ3,;
Q = X2Y?2Z + XY?72 + X2YZ? — X2Y? — Y272 — X272 — 2X2Y7Z — 2XY?Z — 2XYZ2.

Exercice 2. (Polynémes antisymétriques)
Soit K un corps de caractéristique # 2 et P € K[Xy,...,X,].

1.

2.
3.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tous i < j, P change de signe lorsqu’on échange X; et X;.

ii) P? = €(0)P, pour tout o € &, ou €(0) est la signature de la permutation o.
On dit alors que le polynome P est antisymétrique.
Montrer que A :=[],_;

Montrer que tout polynéme antisymétrique est le produit de A et d’un polynéme symé-
trique.

(Xj — X;) est antisymétrique.

Exercice 3. (Polynoémes invariants sous 2l,,)
Soit K un corps de caractéristique # 2 et P € K[Xy,...,X,] tel que Vo € ,,,P7 = P.

1.
2.

Montrer que 'application P — P? ne prend que deux valeurs lorsque o parcourt &,,.

Montrer qu’il existe des polyndmes symétriques A et B uniquement déterminés tels que

P=A+ AB.

Décrire, comme quotient d’un anneau de polynémes, le sous-anneau de K[Xj,...,X,,]
formé des polyndmes invariants sous 2I,,.

Exercice 4. (Automorphismes de K(X))

1.

Soit f € K(X) non constante. On note ¢y 'application de K(X) dans K(X), u+ uo f.
Montrer que ¢y est un morphisme de corps de K(X) dans lui-méme. Vérifier que o, =
Pg © Pf-
Soit ¢ un morphisme du corps K(X) dans lui-méme, tel que ¢ induit l'identité sur K.
On note f = p(X). Montrer que ¢ = 5.

. a b
Soit A = (c d

que faB = fao fB.

) € GL2(K), on note fa € K(X) la fraction rationnelle g((ig Montrer

. Montrer que I'application v : GL2(K) — Autg(K(X)), A — ¢y, est bien définie et est

un anti-morphisme de groupes (c’est-a-dire que u(AB) = @g; 0 @, ).

5. Montrer que le noyau de u est formé des homothéties.

6. Montrer que toute fraction rationnelle définit une fonction de P!(K) := K U {oc} dans

lui-méme (si f = P/Q, avec P et Q premiers entre eux, on convient que f(x) = oo
si x est une racine de Q, et f(o0) = oo si degP > degQ, 0 si degP < degQ, et le
quotient des coefficients dominants de P et Q si degP = degQ), et que la composition
des fractions rationnelles correspond & la composition des fonctions.



7.

8.

Montrer que si L un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, la fonction f
définie par une fraction rationnelle g/h (g, h € L[X] premiers entre eux) est injective si
et seulement si max(deg g,degh) = 1.

En déduire que si K est de caractéristique nulle, u : GLy(K) — Autk (K (X)) est surjec-
tive, et donc que Autk(K(X)) ~ PGLy(K).

Exercice 5. (Théoréme de Mason)

1.

Soient A, B, C trois polynémes de C[X], non constants, premiers entre eux dans leur
ensemble tels que A+ B = C, et soit m le nombre de racines distinctes de ABC. Montrer

que A <AK/ — %) =B <% - %). En déduire que max(deg A, degB,deg C) < m.

Soit n > 3. Montrer qu’il n’existe pas de polynémes P, Q, R dans C[X], 'un des trois au
moins étant non constant, tels que P + Q™ = R™ sans que P, Q, R soient tous égaux (a
une constante prés) & un méme polynome.

En déduire qu'il n’existe pas d’isomorphisme entre Frac(C[X,Y]/(X" +Y" —1)) et
C(T).

Exercice 6. (Sommes de Newton)
Soit n dans N* ; pour tout entier k¥ dans N* on définit la k-iéme somme de Newton :

pe(Xp,. o X)) =X+ 1 XE € Z[Xy, .., X,

Le but de ’exercice est de démontrer les formules de Newton :

-1
Pat+ > (—1)'Sipa_i + (—1)%dLy = 0.
i=1

Fixons d > 0. Pour 2 < ¢ < d, on pose

A e

T = Z X;'O Xy Xy
J1<.<Jda—i
Jo&{ityda—i}
Ecrire explicitement, dans le cas n = d = 3, les polynomes ry et 3.
Ecrire pg en fonction des 7.
Pour 2 < k < d — 1, écrire ppX4_; en fonction des ;.
Ecrire p1X4_1 en fonction des r; et de ¥.
En déduire les formules de Newton.

Soit K un corps de caractéristique nulle. Montrer que, dans K[Xq, ..., X,], tout polynéme
symétrique s’écrit de maniére unique comme un polynéme en les n premiéres sommes
de Newton.

Calculer a l'aide des formules de Newton la somme des puissances 4-iémes des racines

de (X — 1)(X — 2)(X — 3)(X — 4).



