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Révisions

Dans toute la feuille, (, désigne le nombre complexe exp (2im/n).

Exercice 1. (Extensions de degré premier)

Soit L /K une extension dont le degré est un nombre premier. Montrer que les seuls corps
compris entre K et L sont K et L eux-méme. Montrer que tout élément o € L\ K vérifie
L =K(«).

Exercice 2. (Extensions algébriques)

Soit L/K une extension et aj, ..., a, des éléments de L. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes, ot ’'on note comme d’habitude K[ayq, ..., ay,] (resp. K(aq,...,a,)) le plus
petit sous-anneau (resp. sous-corps) de L contenant a la fois K et les éléments (o) :

(i) tous les «; sont algébriques sur K;

(ii) Dextension K(ayq,...,a,)/K est algébrique ;
(iii) D’extension K(ay,...,ay,)/K est finie;
)

(iv) le K-espace vectoriel K[ayq, ..., ay] est de dimension finie;

Exercice 3.
Les extensions suivantes sont-elles normales ? séparables ? Donner leur degré et déterminer
leurs automorphismes.

- Q(V2,V2)/Q;
. Fg/Fs3;
. F(a)/F, ou F = F3(t) et a est une racine de X —t € F[X] dans une cloture algébrique.
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Exercice 4. (Extensions multiquadratiques)
Soit (p;)ien une énumération des nombres premiers. Montrer par récurrence les propriétés
suivantes :

L [Q(\/P1s--->+/Pn) : Q] = 2"
2. x € Qest le carré d'un élément de Q(/p1,- - ., +/Pn) si et seulement sil existe une partie
Ic{1,...,n} telle que = H p; soit le carré d’un nombre rationnel.
i€l
En déduire que la famille (\/E)Z o est libre sur Q.
Montrer que Q(\/p1 + --- + /Pn) = Q(/P1s---,+/Pn)- (On pourra utiliser la preuve du

théoreme de I'élément primitif).

Exercice 5.

Pour chacune des extensions suivantes, déterminer elle est séparable et normale, son degré,
ses automorphismes et ses sous-extensions :

Q(¢)/Q;

1,
2.
3. Q(G,V2)/Q.
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Exercice 6.
Soit F un corps de caractéristique p et L/F une extension dont le degré n’est pas un multiple
de p. Montrer qu’elle est séparable.

Exercice 7.
Déterminer I’anneau des éléments entiers de Q(v/2,4). Méme question pour Q(v/2,/3).

Exercice 8. 10100
Déterminer (a I’aide d’un ordinateur) les trois derniers chiffres de la partie entiere L(?} + \/5) J .



