L3 - Algebre 2 2012-2013:TD 6

Entiers algébriques : correction

Exercice 1. On rappelle le résultat principal de I'exercice 4 du TD 4 (et sa preuve) :

Si A est un anneau de corps des fractions K et que L/K est une extension algébrique,
s € L est entier sur A si et seulement si son polynéme minimal sur K est a coefficients
dans la cloture intégrale Ax de A dans K.

- Sile polyndme minimal P € K[X] de s est a coefficients dans Ak, s est entier sur Ag et donc sur A,
Ag étant entier sur A.

— Réciproquement, si Q € A[X] est un polyndme unitaire tel que Q(s) =0, le polynéme minimal P
divise Q. A ce titre, toutes ses racines dans une cloture algébrique K sont entiéres sur A etil en va
de méme de ses coefficients (d’apres les relations coefficients-racines et parce que les éléments
entiers sur A forment un anneau). Les coefficients de P sont donc entiers sur A, ce qui signifie
exactement P € A¢[X].

1. Evidemment, si a est racine d'un polynéme unitaire P € Z[X], a est algébrique.
Si maintenant a € Q, on applique le résultat principal cité plus haut @A=Z, K=QetL=Q;
dans ce cas, le cours garantit que Ax =Z) et on obtient bien
a € O¢ si et seulement si le polyn6me minimal de A est dans Z[X].

2. On va encore vouloir appliquer le méme résultat (A A = 0, K et L = Q). On remarque alors
que la preuve de I'énoncé donné en ouverture n'utilise nulle part le fait que K est le corps
des fractions de 'anneau A : il est simplement important que K contienne A. On peut donc
obtenir directement le résultat sans vérifier que K est le corps des fractions de 0 :

a € ¢ si et seulement si le polyn6me minimal de a sur K est dans 0x[X].

Vérifions tout de méme que K = Frac &k, ce résultat étant utile. Pour cela, prenons x € K.
Comme K/Q est algébrique, il existe des coefficients rationnels (a;) tels que

x"+a, 1 x" 14+ ax+ag=0.
Soit A € Znon nul tel que Vi,Aa; €Z. On a alors

A" (x” +a,_x"! +---+a1x+ao) =0
ou encore : (AX)" +Ada,_1(Ax)" 14+ A" g (Ax)+ A"ay =0

et Ax est annulé par le polynéme unitaire
X'+ Aa, 1 X 4+ A a X+ Aay e Z[X].

En particulier, on a prouvé que tout élément x de K s’écrivait sous la forme X/A, o1 X € 0 et
A eZ\{0}. Comme Z C &, il s’ensuit que K est bien le corps des fractions de 0.

3. On a vu (TD 1, exercice 8) que toute extension quadratique de Q s’écrit K = Q(v'd)/Q, ol
d €Z est sans facteur carré. Le cours affirme alors que

Z[Vd] sid =2 ou3(mod4)
Oy =4, |1+ Y4
2

sid =1(mod 4).




Exercice 2.
1. Cest tautologique. A vrai dire, TL est méme L-linéaire.
2. Siag, TL =aid;. On a donc
Try k(@) = tr(eid;) = a - [L: K] Nmy k(a) = dét(aidy) = a!“N.
3. Sia,B €Let A€K, on aclairement TI&M[, = TI& + AT[Li et T]&ﬁ = TI& OTI/;.
I s’ensuit que Try k(o +AB)=Try/x(a) + ATrrx(B8) et Nmy k(aff) = Nmy k(o) Nmp/x(8).

4. Soit (/J’i)?zl une L-base de M. On a donc d = [M : L]. En tant que L-espace vectoriel, M se
décompose donc en une somme directe (de L-droites)

M=LB & ®LBq.

Puisque & € L, la multiplication TL préserve chacun des facteurs.
En outre, comme f; # 0, la multiplication par f; induit un isomorphisme L-linéaire

ei:(15), LB

d’inverse ¢; ' = (T/L%’l) etl'on a
i LBi

-1 M —_(TM) _-L
¥i ©° (Ta )ILﬁi °p= (Ta )lL _Ta’
ce qui n'est rien d’autre que le fait que af; = f;a.
En particulier, on a

trg (TIO\:[)

détg ()

Lp; = TK TL =Tryx(a)

1p, = détx TL = Nmy k().

On obtient donc

da
TI'M/K((Z) =1rg TZ[ = ZH‘K (Tg[)ﬂﬁi =d TrL/K(a)
i=1

d
NmM/K(a) =détg Ti\f = l_[détK (T?Z/I) = NmL/K(a)d.

i=1

[LBi

Remarque. En supposant simplement a¢ € M, on peut également démontrer les fomules
dites de transitivité

Trvyx(a) = Temyr, (Tr (@) Nmy k(@) = Nmyyr, (Nmy k(@)

dont ce qu'on vient de démontrer n’est qu’un cas particulier.

5. Onremarque que si Q € K[X] est un polynéme etsia €L, on a Q(TI&) = TIQ( )" Comme en outre
TIB estnul si et seulement si 3 I'est, on obtient que le polynd6me minimal de a est exactement
le polynome minimal de TL. Puisque son degré est déja égal ala dimension de L, le théoreme
de Cayley-Hamilton entraine que c’en est également le polyndme caractéristique.
Remarque. On peut aussi faire le calcul dans la base (1,q,...,a"~1) de K(a) : si on écrit P =
X"+ a, 1 X" 1+---+ay € K[X] le polyndme minimal de a sur K, la matrice de Tl,fl(a) dans notre
base est la matrice compagnon

—ay
1 —a

1 —ap

de P. En particulier, son polynéme caractéristique est bien P.



6. D’apres la question précédente et les relations coefficients-racines, si on note P = X" +
an—1X""1+---+ag le polyndme minimal de a sur K, on a

Trx(a)/x(a) = —a—1 est bien la somme des racines de P et

Nmg(q)/x(a) =(—1)" ap en est bien le produit.

Donc, d’un c6té, grace a la question 4, on a

Try k(@) = [L: K(@)] Trgyx(@)  Nmyx(a) = (Nmgggyx(a)) 0

De I'autre coté, si on note a; = &, d3,...,a, les racines du polyn6me minimal de a, on sait
que K(a) a n plongements K-linéaires o; dans C, caractérisés par o;(a) =a;.

Chacun de ces o; plongements se prolonge en [L: K(a)] plongements différents de L dans C,
qui vérifient donc o(a) = a;. On a donc

Y. o= > Y. &

o€Homg(L,C) o€Homg(K(a),C) 6eHomg(L,C)
& prolonge o

= [L:K(@)] )i = [L: K(@)] Trgayyx(@) = Try (@),
i=1

[l o= ]] [1 o@
o€Homg(L,C) oc€Homg(K(a),C) 6eHomg(L,C)
0 prolonge o

n
= l_[ag'L:K(a)] = (Nm(ayx(@) " = Nmy (@),
i=1

7. D’apres ce qui précede, si a € 0, les coefficients de son polyndme minimal (sur Q), et en
particulier Tro(q)/q(a) et Nmq(q),q(a), doivent étre des éléments de 0g = Z. Il en est alors de
meéme de

Tr/q(a) =[L: Q(a)] Trq(a)/q(@) et Nmy /() = Nmgye) /Q(a)[L:Q(“)].

8. Dans la suite de I'exercice, on note simplement Tr = Tr; /g et Nm = Nmy /q.

Supposons que a € ¢, soit une unité de ¢, : on peut donc trouver € 1, tel que a8 = 1. On
a donc une égalité (dans Z, d’apres la question précédente)

Nm(a)-Nm(B)=1

etil s’ensuit que Nm(a) € Z* = {£1}.
Réciproquement, supposons que Nm(a) = 1. En écrivant le polynéme minimal (sur Q) de
a, on obtient donc des coefficients entiers (a;) tels que

a"+ap "M+t aa£1=0.
En multipliant par =" € L, on obtient donc
to "+ara "Vt ta, 0 +1=0

et a~! est bien racine d’'un polynéme unitaire a coefficients entiers : a=! € 0.



9. Un élément a € Q(v'd) s'écrit d'une fagon unique a = x + yv'd, avec x,y € Q. Par exemple a
cause de la question 6, on a

Tr(a)=(x+y\/g)+(x—y\/g):2x et Nm(a):(x—l—y\/g) (x—y\/g):xz—dyz.

Si a € 61, ces deux nombres sont entiers d’apres la question précédente.

Réciproquement, si ces deux nombres sont entiers, distinguons deux cas :

- Sia€Q, c'est-a-dire si y =0, Tr(a) = 2a et Nm(a) = @?. Ainsi, a? € Z, ce qui n’est possible
pour un nombre rationnel que si a € Z (si on veut, c’est une conséquence du fait que Z est
intégralement clos).

- Sia&Q, on aL=Q(a). Ainsi, la question 5 entraine que le polynéme minimal de « est

X2 — Tr(a)X + Nm(a).

On a donc bien que a € ¢ si et seulement si Tr(a) et Nm(a) sont entiers.

10. On cherche donc a calculer les unités de 'anneau des entiers d'un L= Q(v'd), avec d négatif
et sans facteur carré. (Ces anneaux sont appelés anneaux d'entiers quadratiques imaginaires,
pour des raisons évidentes.)

D’apres ce qui préceéde, il est 1égitime de distinguer deux cas :
— Sid est congru a2 ou 3 modulo 4, on a

@:Z[\/E] ={x+y\/5‘x,y eZ}
Nm(x—ky\/g) =x*—dy>.

Sid #—1,onadonc —d > 1 et, d’apres la question 8,

et

2=
x+y\/E€0LX<:>Nm(x+y\/E)=:|:1(=){;_01 <:)x+y\/E::|:1.

- Sid estcongrual modulo 4, ona

1+Vd
2

O.=2 2

Z{x+y«/3

X,y E€Z
x =y (mod 2)

et

a 2 _ vy2
Nm(x—l—JZ/\/_):x - y .

Sid#-3,onadonc—d>7et

2 —
R e

— Dansle cas d =—1 (donc L=Q(i)), on a

ﬁL:Z[i]:{x+iy|x,y ez}

et
Nm(x +iy)=x*+y?
On adonc
x+iye g & Nmx+iy)=+l = x*+y*=+1 < (x,y) €{(£1,0),(0,£1)}.
On adonc

O = {£1,+i}.



— Dansle cas d =—3 (donc L=Q({3)), on a

G =2 1+vd . x+y«/§i x,y €L
N 2 - 2 x =y (mod 2)
et
Nm(x—l—iy):xz—i—:%yz.
2 4
On adonc
x+iy o Xy ez
€0 = {x=y(mod2) < (x,y)e{(£2,0),(+1,£1)}
x2+3y2=+44
On adonc /3
1++3

Remarquons qu’a posteriori, ces résultats ne sont pas surprenants : si un corps de nombres
contient une racine de I'unité ¢, celle-ci est racine d’'un polyndéme cyclotomique, donc en-
tiere sur Z, et 'équation {” =1 entraine qu’elle est une unité. On devait donc s’attendre a ce
que les racines de 'unité de degré 2 sur Q, c’est-a-dire £, = £i, +{3 et £{, apparussent
quelque part.

Par ailleurs, un des premiers théoremes de la théorie algébrique des nombres, le théoreme
des unités de Dirichlet affirme que si L est un corps de nombres arbitraire, ¢ est un groupe
(évidemment abélien) de type fini et en détermine la partie libre ; ce théoréme a pour consé-
quence que Q et Q(v'd), avec d < 0 sont les seuls corps de nombres L tels que 6;* soit un
groupe fini.

Exercice 3.

1. Commencgons par calculer Tr({ i,). Déja, { {, ne dépend que de la classe de j modulo p.Sij #0
(mod p), ¢ {[, est une racine primitive p-ieme de I'unité donc les p — 1 = [L: Q] plongements

o :L— Cenvoient { {, sur les p — 1 racines primitives ({ i )p

)= Y. o(Z))= ng ng—l——

o:L—C

L et

Evidemment, si j est un multiple de p, ¢ {, =1 et sa trace est
Tr()=[L:Q]=
On en déduit que
Te(m) =Te(1 — £,) = Te(1) ~ Te(Z ) = p— 1= (~1) = p.

Par ailleurs,

p—1

Nm(m)= [] o (1-¢,)=[] (1-0p) ]_[(I—C;;)=<I>p(1)=p,

o:L—C o:L—C i=1

car ®,(X) =XP~1+XP2 4.+ X+1.



2. Si p ne divise pas b, { Z,Z est une racine p-iéme primitive. Il s’ensuit qu'on peut trouver un

n
entiern < p —1tel que ¢ b= ((; Z) . En particulier,

-gg 1-(5)
1-¢b - 1-¢b

:1+{";+---+({ﬁ;)n_162[§p] c O

1-¢Pb
De méme si p ne divise pas a, Z € 01.. 1l s’ensuit que si p ne divise ni a ni b,
— é’p
1-Za
p X
1 ¢b €0 .
p

Remarque. Ces nombres sont ce que I'on appelle les unités cyclotomiques. En général, Z[{ ,,]
a d’autres unités.

1—{{;:1—g{;
1-¢,

En particulier, si j €{1,...,p—1},0ona € 0/ etles éléments 1 — {{9 et 7T sont

associés dans ..
On a donc des unités u; telles que 1 — ¢ 1]!1 =u;. Cela entraine

p—1
p :Nm(ﬂ)zg (1 —C{g) =uy-up_y Pl

cop

En résumé, p et 7P~! sont associés dans @, ce qui entraine p 0, = tP~1 0.

3. D’apres ce qui précede, 70, contient 7P~ 0 = p 0, et donc p. Mais 10 NZ est un idéal de Z
(de maniere générale, on vérifie sans difficulté que si I est un idéal d'un anneau B dont A est
un sous-anneau, alors INA est un idéal de A). Par ailleurs, cet idéal ne contient pas 1 (cela
entrainerait 70, = 0, et donc que 7 soit une unité, ce qui est impossible car Nm(7t) = p).
Lensemble 7 0p, NZ est donc un idéal strict de Z contenant le nombre premier p et on a

O, NZ=pZ.

4. (@) Sije{0,1,...,p—2},0na

Tr(ﬂg“{g)=Tr((1—é'p)é'{j):Tr(é'é)—Tr({é“):{ (-1)-(-1)=0 sije{l,...,P—Z}

sij=0.
donc
Tr(nx) = ao Tr(n) + ay Te(nd p) + -+ ap—2 Tr(rt{”z_z) = aop.
(b) Déja,
Tr(tx) = ZO‘(TCX) = ZO‘(TC)O'()C),

la somme portant sur les plongements o : L — C. Or, o(7) = 1 —0({}) est de la forme
1-— {9, pour un certain j € {1,...,p — 1}. D’aprés la question 2, cet élément de ¢, est
associé a 7.

Par ailleurs, les plongements de L dans C préservent le polyn6me minimal des éléments
et donc leur caractere entier. Si x € 61, on a donc pour tout o, o(x) € ;. 1l s’ensuit que
les p — 1 facteurs o(n)o(x) appartiennent tous a o ()01, = n0;.. On a donc Tr(wx) € T ;.
Enfin, si x est entier, il en est de méme de wx donc Tr(7tx) € Z.

On a donc bien Tr(x) € tOp, NZ = pZ.

Comme Tr(7tx) = aop d’apres la question précédente, cela entraine que a, € Z.



(c) On adonc déja démontré que si
= p—2
x—a0+a1{p+ +ap—2§p €0,
le coefficient aq est entier. En particulier, le nombre
{;l(x—ao):al +a2gp+"'+ap—2g5_3 €0,

est encore dans ¢, ce qui entraine a; € Z. Par une récurrence immédiate, on obtient
ainsi que tous les a; sont entiers et donc que x € Z[{},].

(d) Tout I'exercice a servi a démontrer que 0, C Z[{,]. Puisque ), est clairement un entier
algébrique, la réciproque est immédiate.
Remarque. De maniére générale, si n est un entier quelconque, Z[{,] est exactement
I'anneau dgy,) des entiers du corps cyclotomique.

Exercice 4.

1. Soit ¢ = a3,a2,...,a4 les racines du polyndme caractéristique de T = TS(“) qui est égal,

d’apres la question 5 de I'exercice 2, au polyndme minimal de a sur Q. En particulier, les
a; sont tous distincts et sont des entiers algébriques.

Sur G, la matrice T est semblable a la matrice diagonale diag(a;,ay,...,®q). Sa puissance
n-ieme est donc semblable a la matrice diagonale diag(ay, ay,...,al).

En particulier, d’apres les relations coefficients-racines, les coefficients du polyndéme carac-
téristique P,, de T” sont au signe pres les polyndmes symétriques élémentaires

n ny_ n_ n . .n
olay,...,ay)= E o ap Qg
1<ip<—<ip

Cela entraine du méme coup que les coefficients de P, sont des entiers algébriques (et donc
des entiers usuels, puisqu’ils sont rationnels) et qu’en module,

d
oK< Y, 1=(k) <24,

1<ip<—<ig

2. D’aprés la question précédente, les polyndmes caractéristiques P, vivent tous dans l'en-
semble 22, des polyndomes entiers unitaires de degré d a coefficients dans {—27,...,24}. Cet
ensemble est fini.

Ainsi, a" vit dans 'ensemble U Zc(P) des racines complexes de tels polynémes, et cet en-

Pez,
semble est également fini.

D’apres le principe des tiroirs, il existe deux entiers n < m tels que ¢ = a™. On en déduit
donc a™~" =1, et a est une racine de l'unité.

3 4
3. Lenombre z = = + gi est évidemment un nombre algébrique de polyné6me minimal

(X—z)(X—E)zXz—gX—i— 1.

Comme |z| = |z| = 1, ce nombre vérifie les hypothéses du résultat précédent (moins I'inté-
gralité).

Cependant, z n’est pas une racine de 'unité : en effet, vu son polynéme minimal, ce n’est
méme pas un entier algébrique.



Exercice 5.
Soit ¢ un nombre de Pisot et ¢; =, ay, ..., a4 les racines de son polynéme minimal sur Q.
Par intégralité de « (et donc de ™), on a

Trouyola")=aj +a; +---+al; €Z.
Comme Vi€ {2,...,d}, |a;| <1, onadonc

d(@",Z) <|az|" +---+laal" ——0.
n—o0



