Calcul différentiel 2 TD 4 (12 et 15 février 2008)

Immersions — Plongements

Exercice 1.— La projection stéréographique. Soit S"! la sphére de rayon 1 dans R".
On identifie R"™! x {0} 4 R"~'. On note N (resp. S) le point de coordonnées (0,---,0,1)
(resp. (0,---,0,—1)) dans R" et on définit les applications :

. Sn—l _ {N} . Rn—l
o x — (Nz) NR™!

et

. Sn—l _ {S} — Rn—l
bs x — (Sz) NR™!

1. Exprimer px(z1,...,x,) (resp. ps(x1,...,x,)) en coordonnées cartésiennes pour tout

(21, .., 2n) € S 1 — {N} (resp. "+ — {S}).

2. Exprimer py' et pg' en coordonnées cartésiennes. En déduire que py et ps sont des
cartes de S" 1.

3. Calculer pg o py' : R™™1 — {0} — R™' — {0}. Vérifier que c’est un difféomorphisme
de R*! — {0}.

Exercice 2.— Le ruban de M&bius. Dans Py := {y = 0} C R* on note Sy =
{(z,0,2);7 = 2,z €] — 1,1[}. On note Ry : R* — R? la rotation d’angle # autour de
l'axe (Oz), ry : Pg — Pg la rotation d’angle 6 autour du point (2,0,0), et on définit
Se =Rgo r%(So). On appelle ruban ou bande de Mdébius 1’ensemble

M= (] S

0€[0,27(

1. Trouver une immersion f : Rx]—1,1[— R?® d’image M. Déterminer un sous-ensemble
de Rx] — 1, 1] sur lequel f est injective.

2. Montrer que f induit un homéomorphisme f : (Rx] —1,1) / Z — M ou Z agit sur
Rx] —1,1[ par n- (0,t) = (0 + 2nm, (—1)"t).
3. (a) Montrer que I'application

o {R:x] —m,7[xR — (R> = (R_ x {0})) xR

(r,0,z2) — (rcosf,rsinf, 2)

est un difféomorphisme.



(b) Trouver une équation implicite de M — P, de la forme F(z,y,z) = 0 avec F
définie au voisinage de M — P

(c) Montrer que F est une submersion en un point p si et seulement si F=Fodest
une submersion en ®'(p). Conclure que F est une submersion en tout point de
M — P, et que M — P, est une sous-variété de R?® en tout point.

(d) Montrer que M est une sous-variété de R®.

Exercice 3.— Vers les variétés projectives. Soit P un polynéme homogéne a n + 1
variables sur R tel que les ;P n’aient aucun zéro commun autre que 0 (par exemple

n

P(z) = fo) Montrer que Pintersection de la sphére unité et de P~'{0} est une sous
=0

variété de R™ 1.

Exercice 4.— L’hélicoide droit. On considére I’hélice circulaire, d’équation paramé-
trique :
t — (acost,asint, bt)

dans R3. Montrer que la surface engendrée par I'ensemble des droites qui rencontrent ’hélice
et rencontrent orthogonalement I’axe Oz est une sous-variété lisse de R3.

Exercice 5.— Quelques plongements. Donner un exemple de plongement (topologique)
de T? = S' x S! x S! dans R*; de S? x S? dans R°.

Exercice 6.— La « fronce ». On considére dans R? le sous-ensemble
S ={(z,p,q) € R?/a’ 4+ pz 4+ ¢ = 0}.

1. Montrer que S est une surface lisse de R® et déterminer son plan tangent a 'origine.

2. Soit C 'ensemble des points y de S ou TS est paralléle & 'axe des x. Montrer que
c’est une sous-variété lisse de R? passant par lorigine et déterminer sa tangente &
’origine.

3. Dessiner le lieu des zéros, dans R?, du discriminant A(p,q) = 4p® + 27¢* (ensemble
des valeurs de (p,q) pour lesquelles le polynome du troisiéme degré a une racine
multiple). Quel lien y a-t-il entre ce lieu et la courbe C?

4. Esquisser la surface S dans R? et retrouver géométriquement la signification algé-
brique du discriminant.

Exercice 7.— Le fibré tangent. Montrer que si M est une sous-variété de R", I’ensemble

des couples (z,v) de R" x R" tels que x € M et v est tangent & M en x est une sous-variété
de R"™ x R".



