
L3 � Intégration 1 2009�2010Complétude de L0(X)Soit (X,A,µ) un espa
e mesuré �ni (µ[X] est �ni) et L
0(X) l'espa
e des fon
tions réellesboréliennes de X. La relation d'égalité presque partout est une relation d'équivalen
e sur

L
0(X) dont on note le quotient L0(X). Le dernier exer
i
e du TD 4 et le premier du TD 5visaient à montrer que l'on pouvait munir L0(X) d'une distan
e le rendant 
omplet et pourlesquelles les suites 
onvergentes soient les suites de fon
tions 
onvergeant en mesure. Ondémontre i
i 
e fait pour les deux distan
es proposées.La distan
e δ(f,g) = inf

{

ε > 0
∣

∣

∣
µ [|f − g| > ε] 6 ε

}Il est évident que la fon
tion δ véri�e δ(f,f) = 0 et δ(f,g) = δ(g,f). Soit deux fon
tions
f,g ∈ L0(X) telles que δ(f,g) = 0. On a don
 pour tout entier n > 0, µ

[

|f − g| >
1

n

]

6
1

n
.Or la suite des ensembles [

|f − g| >
1

n

] est 
roissante. L'hypothèse implique don
 que leurunion, l'ensemble des points où f et g di�èrent, est de mesure nulle, 
'est-à-dire que f = gpresque partout. Reste à véri�er l'inégalité triangulaire. Soit don
 f,g et h dans L0(X).Fixons ε > 0. On a alors
µ [|f − h| > δ(f,g) + δ(g,h) + 2ε] 6 µ [|f − g| + |g − h| > δ(f,g) + δ(g,h) + 2ε]

6 µ [|f − g| > δ(f,g) + ε] + µ [|g − h| > δ(g,h) + ε]

6 δ(f,g) + δ(g,h) + 2ε.et don
 δ(f,h) 6 δ(f,g) + δ(g,h).Montrons que les suites 
onvergentes sont exa
tement les suites 
onvergeant en mesure.Soit (fn) une suite de fon
tions 
onvergeant en mesure vers f . Soit ε > 0. On a
µ[|fn − f | > ε] −−−→

n→∞
0 don
, à partir d'un 
ertain rang n0, µ[|fn − f | > ε] 6 ε, 
'est-à-dire

δ(fn,f) 6 ε. Ainsi, δ(fn,f) 
onverge bien vers 0. Ré
iproquement, soit (fn) une suite defon
tions boréliennes et f ∈ L0(X) telles que δ(fn,f) 
onverge vers 0. Fixons η > 0. On veutmontrer que µ[|fn − f | > η] 
onverge vers 0. Pour 
ela, �xons ε > 0, et supposons-le infé-rieur à η. D'après l'hypothèse, on peut trouver n0 tel que, pour n > n0, µ[|fn − f | > ε] 6 ε.Puisque η > ε, 
ela implique µ[|fn − f | > η] 6 ε et don
 la 
onvergen
e en mesure.Reste à montrer la 
omplétude. Soit (fn) une suite de Cau
hy dans L0(X). On peut
onstruire une extra
tion (nk) telle que δ(fnk
,fnk+1

) < 2−k, 
'est-à-dire
µ[|fnk

− fnk+1
| > 2−k] 6 2−k.Puisque la série des (2−k) 
onverge, le lemme de Borel�Cantelli s'applique et prouveque pour presque tout x, il existe un entier k0(x) tel que, pour tout k > k0(x), ona |fnk

(x) − fnk+1
(x)| 6 2−k. La suite (fnk

(x)) est don
 de Cau
hy presque partout, et




onverge don
 presque partout vers une fon
tion 1 f . La 
onvergen
e presque partout étantplus 
ontraignante que la 
onvergen
e en mesure, on a don
 extrait de la suite de Cau
hyune sous-suite 
onvergente, 
e qui démontre la 
omplétude.La distan
e d(f,g) =

∫

X

min(|f − g|,1) dµOn a évidemment d(f,g) = d(g,f), et l'équivalen
e
d(f,f) = 0 ⇔ min(|f − g|,1) = 0 p.p. ⇔ f = g p.p.L'inégalité triangulaire s'obtient simplement en intégrant min(|f −h|,1) 6 min(|f −g|,1)+

min(|g − h|,1). La fon
tion d est don
 bien une distan
e.Soit (fn) 
onvergeant en mesure vers f . On a alors pour tout ε > 0 :
d(fn,f) =

∫

X

min(|fn − f |,1) dµ =

∫

[|fn−f |>ε]

min(|fn − f |,1) dµ +

∫

[|fn−f |6ε]

min(|fn − f |,1) dµ

6 µ[|fn − f | > ε] + εµ[|fn − f | 6 ε]

6 µ[|fn − f | > ε] + εµ[X].Puisque le premier terme de la somme 
onverge vers 0, on a don
 d(fn,f) 6 (µ[X] + 1)εpour n su�samment grand, 
e qui montre d(fn,f) −→ 0.Ré
iproquement, si (fn) ne 
onverge pas en mesure vers f , on peut trouver un ε > 0 etune extra
tion nk → +∞ tels que µ[|fnk
− f | > ε] > ε. On a alors

d(fnk
,f) =

∫

X

min(|fnk
− f |,1) >

∫

[|fn
k
−f |>ε]

min(ε,1) > ε · min(1,ε)et la suite d(fn,f) ne peut don
 pas 
onverger vers 0. Ainsi, la 
onvergen
e en mesure etla 
onvergen
e pour d sont bien deux notions équivalentes.Prenons maintenant (fn) une suite de Cau
hy pour la distan
e d. On peut don
 trouverune extra
tion nk telle que d(fnk+1
,fnk

) 6 2−k. Montrons, 
omme le suggère l'énon
é, quepour 
ette extra
tion, les fon
tions h =
∑

k>0

hk et g =
∑

k>0

gk sont �nies presque partout,où :
hk = |fnk+1

− fnk
|1[|fn

k+1
−fn

k
|61] gk = 1[|fn

k+1
−fn

k
|>1].Les fon
tions hk et gk sont toutes deux majorées par min(|fnk+1
− fnk

|,1), don
 ellessont intégrables, d'intégrale inférieure à 2−k. Leurs sommes h et g sont don
 égalementintégrables, et en parti
ulier �nies presque partout.Soit maintenant un point x en lequel les deux fon
tions h et g sont �nies (d'après 
equ'on a vu, presque tout point est de 
e type). Puisque g(x) est �ni, seulement un nombre�ni de rangs k sont tels que |fnk+1
(x) − fnk

(x)| > 1. La somme ∑

k>0

|fnk+1
(x) − fnk

(x)|1. Notez que 
ette fon
tion n'est pas dé�nie partout. C'est en fait bénin puisque l'ensemble des pointssur lesquels elle n'est pas dé�nie est négligeable. On peut don
 la prolonger arbitrairement, par exemplepar 0, là où elle n'est pas dé�nie. Quel que soit notre prolongement, elle dé�nira le même élément de L0(X).




omporte don
 un nombre �ni de termes plus grands que 1, et les autres sont des termesde la somme dé�nissant h(x), qui est également �nie. Ainsi, ∑

k>0

|fnk+1
− fnk

| est bien �niepresque partout.Nous pouvons maintenant démontrer que, muni de la distan
e d, l'espa
e L0(X) est
omplet : étant donné une suite de Cau
hy (fn), on a pu 
onstruire une extra
tion (fnk
)telle que ∑

k>0

|fnk+1
−fnk

| est �nie presque partout. En tout point x où 
ette somme est �nie,la suite (fnk
(x)) est de Cau
hy (la distan
e entre deux termes de la suite est majorée parle reste d'une série 
onvergente) don
 
onverge et l'on a ainsi montré que (fnk

) 
onvergeaitpresque partout, don
 en mesure, don
 pour d. En bref, toute suite de Cau
hy admet unesous-suite qui 
onverge, 
e qui est su�sant pour établir la 
omplétude.


