
L3 � Intégration 1 2009�2010 : TD 3Fon
tions mesurables, limites inférieure et supérieureExer
i
e 1.� Propriétés des fon
tions mesurablesDans tout 
et exer
i
e, R est muni de la tribu borélienne.(a) Soit f : R → R une fon
tion 
ontinue. Montrer que f est mesurable.(b) Soit f : R → R une fon
tion 
roissante. Montrer que f est mesurable.(
) Les fon
tions en es
alier sont-elles mesurables?(d) Montrer que les points de 
ontinuité d'une fon
tion mesurable f : R → R forment unborélien.(e) Soit fn : (X,A ) → R une suite de fon
tions mesurables. Montrer que l'ensemble despoints où fn 
onverge est dans A .(f) Soit f : (X,A ,µ) → R une fon
tion mesurable, où (X,A ,µ) est un espa
e mesuré ave

µ 6= 0. Montrer que, pour tout ε > 0, on peut trouver une partie E ⊂ X de mesurestri
tement positive telle que ∀x,y ∈ E,|f(x) − f(y)| < ε.Exer
i
e 2.� Limites inférieure et supérieure d'ensemblesOn rappelle, pour (An) une suite d'ensembles de X, les dé�nitions suivantes :

lim sup An =
{

x ∈ X
∣

∣

∣
x est dans une in�nité de An

}

lim inf An =
{

x ∈ X
∣

∣

∣
x est dans tous les An à partir d'un 
ertain rang}Montrer que 1lim sup(An) = lim sup 1An

. Montrer un résultat similaire pour la limite infé-rieure.Exer
i
e 3.� Lemme de Fatou sur les séries(a) Soient (an) et (bn) deux suites de réels.� Montrer que lim inf an + lim inf bn 6 lim inf(an + bn).� Donner un exemple pour lequel 
ette inégalité est stri
te.� Que se passe-t-il si (an) 
onverge?(b) Montrer que, si (xn,m) est une suite de réels positifs ou nuls, on a:
∞
∑

n=1

(

lim inf
m→∞

xn,m

)

6 lim inf
m→∞

(

∞
∑

n=1

xn,m

)

Exer
i
e 4.� Os
illation d'une fon
tion et 
lasses de BaireSi f : R → R est une fon
tion, on dé�nit les limites inférieure et supérieure de f en x àl'aide des formules :
lim inf

y→x
f(y) = lim

δ→0
inf

y∈[x−δ,x+δ]
f(y);

lim sup
y→x

f(y) = lim
δ→0

sup
y∈[x−δ,x+δ]

f(y).



Cela permet de dé�nir l'os
illation de f en x :
ωf (x) = lim sup

y→x

f(y) − lim inf
y→x

f(y) ∈ R+.(a) Montrer que f est 
ontinue en x si et seulement si ωf(x) = 0.(b) Montrer que l'ensemble des points de 
ontinuité de f est un Gδ (
'est-à-dire une inter-se
tion dénombrable d'ouverts).(
) En déduire qu'au
une fon
tion n'admet Q 
omme ensemble de points de 
ontinuité.Construire une fon
tion ayant R \ Q 
omme ensemble de points de 
ontinuité.(d) On appelle fon
tion de 
lasse de Baire 1 une fon
tion qui est limite simple de fon
tions
ontinues. Montrer qu'une telle fon
tion est 
ontinue sur un ensemble dense.(e) Montrer que l'indi
atri
e des rationnels 1Q est de 
lasse de Baire 2, 
'est-à-dire qu'elleest limite simple de fon
tions de 
lasse de Baire 1, sans en être une elle-même.(f) Montrer que 1Q n'est pas intégrable au sens de Riemann.Exer
i
e 5.� Produit de lebesguiensOn note M (Rk) l'ensemble des parties mesurables de Rk (
'est-à-dire la tribu 
omplétéede B(Rk)). A-t-on:
M (R) ⊗ M (R) = M (R2)?Exer
i
e 6.� Boréliens et proje
tionOn 
onsidère l'espa
e C([0,1],R) muni de la topologie de la 
onvergen
e uniforme. Montrerque la tribu des boréliens est la plus petite tribu qui rende les proje
tions f 7→ f(x)mesurables pour tout x.Exer
i
e 7.� Ensembles analytiquesCet exer
i
e né
essite une 
onnaissan
e plus approfondie qu'à l'a

outumée des notions detopologie.On munit l'ensemble X = NN de la distan
e 1

d(x,y) = 2−v(x,y), où v(x,y) = max
{

p ∈ N

∣

∣

∣
∀i 6 p,xi = yi

}dé�nissant la topologie produit.On dit qu'un espa
e topologique séparé A est analytique s'il existe une appli
ation 
ontinuesurje
tive f : X → A. Si A est une partie d'un espa
e topologique, il est entendu qu'on lemunit de la topologie induite.(a) Montrer que X est un espa
e métrique 
omplet séparable.(b) Soit X et Y deux espa
es topologiques et f : X → Y une appli
ation 
ontinue. Montrerque si A est une partie analytique de X, alors f(A) est analytique.(
) Montrer que tout espa
e analytique est séparable.1. Tout l'exer
i
e peut être fait ave
 la distan
e alternative d(x,y) =

+∞
∑

i=0

max(1,|xi − yi|)

2i
, qui dé�nit lamême topologie.



(d) Montrer que tout espa
e métrique 
omplet séparable est analytique.(e) En déduire qu'une partie fermée d'un espa
e analytique est analytique.(f) Montrer que tout produit dénombrable d'espa
es analytiques est analytique (indi
a-tion : XN est homéomorphe à X).(g) Montrer que dans un espa
e séparé, l'ensemble des parties analytiques est stable parréunion dénombrable et interse
tion dénombrable (on pourra 
her
her à identi�er uneinterse
tion dénombrable à une partie fermée d'un produit dénombrable).(h) En déduire que tout ouvert d'un espa
e métrique analytique est analytique.(i) Montrer que tout borélien de R est un espa
e analytique. En déduire que B(R) a lapuissan
e du 
ontinu.(j) Montrer que la tribu 
omplétée M (R) a le même 
ardinal que P(R).


