
L3 � Intégration 1 2009�2010 : TD 4Intégrale de LebesgueExerie 1.� Théorème d'ÅãîðîâSoit (X, A , µ) un espae mesuré ave µ[X] �ni. On onsidère une suite (fn) de fontionsréelles mesurables sur X onvergant vers f µ-presque partout.(a) Montrer que pour tout k > 0 et tout η > 0, il existe n ∈ N tel que
µ

[

⋃

j>n

{

x ∈ X
∣

∣

∣
|fj(x) − f(x)| >

1

k

}

]

6 η.(b) En déduire le théorème d'Egorov : pour tout ε > 0, il existe A ∈ A de mesure µ[A] 6 εtel que, sur X \ A, (fn) onverge uniformément vers f .() Donner un ontre-exemple à e résultat si l'on ne suppose plus l'espae de mesure �nie.Exerie 2.� Propriétés du � presque partout �(a) Montrer que la relation =pp d'égalité presque partout est une relation d'équivalene.(b) Montrer que la relation 6pp d'infériorité presque partout est transitive et que :
f 6pp g et g 6pp f ⇒ f =pp g.() Montrer que si fi, gi : X → C véri�ent f1 =pp f2 et g1 =pp g2, alors pour tous α, β ∈ C,

αf1 + βg1 =pp αf2 + βg2.(d) Montrer que, si fn, gn : X → R véri�ent fn =pp gn pour tout n ∈ N, alors lim inf
n→∞

fn =pp
lim inf
n→∞

gn et lim sup
n→∞

fn =pp lim sup
n→∞

gn. Si de plus, (fn) onverge presque partout, montrerqu'il en est de même pour (gn) et qu'alors lim
n→∞

fn =pp lim
n→∞

gn.Exerie 3.� Autour de l'inégalité de ×åáûø¼âSoit f : (X, A , µ) → R mesurable. On pose, pour n ∈ N, An =
{

x ∈ X
∣

∣

∣
|f(x)| > n

} et
Bn =

{

x ∈ X
∣

∣

∣
n < |f(x)| 6 n + 1

}.(a) Montrer que si f est intégrable, ∑

p∈N

p µ[Bp] onverge.(b) Montrer que si f est intégrable, ∑

p∈N

µ[Ap] onverge et (p µ[Ap])p∈N est bornée.() À quelle(s) ondition(s) les réiproques sont-elles vraies ?



Exerie 4.� Fontions presque nullesSoit f : R → R une fontion positive mesurable (R est muni de sa tribu borélienne).On suppose que ∀A ∈ B(R),

∫

A

f dm1 = 0. Montrer que f est nulle presque partout. Lerésultat s'étend-il si f n'est plus supposée positive ?Exerie 5.� Lemme des moyennesSoit f : (X, A , ν) → C intégrable, où ν est une mesure �nie. On suppose qu'il existe unfermé F ⊂ C tel que, pour tout A ∈ A véri�ant ν[A] ∈]0, +∞[, on a 1

ν[A]

∫

A

g dν ∈ F.Montrer que pour presque tout x ∈ X, g(x) ∈ F.Exerie 6.� Conentration, évanesene, bosse glissanteSoit ϕ : R → R une fontion ontinue, positive, nulle en dehors de [0, 1] et d'intégrale 1.On dé�nit les suites de fontions :
fn(x) = nϕ(nx), gn(x) =

1

n
ϕ

(x

n

)

, hn(x) = ϕ(x − n).Faire des dessins. Comparer le omportement de es trois suites de fontions et elui deleurs intégrales.Exerie 7.� Sommation par tranhesSoit f : (X, A , µ) → R une fontion mesurable positive. Montrer que
∫

X

f(x) dµ(x) =

∫

R+

µ
[{

x ∈ X
∣

∣

∣
f(x) > t

}]

dm1(t) = lim
n→∞

∑

k∈N

1

2n
µ

[{

x ∈ X
∣

∣

∣
f(x) >

k

2n

}]

.Exerie 8.� Convergene en mesureSoit (X, A , µ) un espae mesuré ave µ[X] �ni. Soit (fn) une suite de fontions réellesmesurables. On dit que (fn)n∈N onverge en mesure vers f si pour tout ε > 0,
µ

[{

x ∈ X
∣

∣

∣
|fn(x) − f(x)| > ε

}]

−−−→
n→∞

0.(a) Montrer que si (fn) onverge en norme L1, 'est-à-dire si ∫

X

|fn − f | dµ −−−→
n→∞

0, alors
(fn) onverge en mesure vers f . Remarquer que la réiproque est fausse.(b) Montrer que si (fn) onverge vers f µ-presque partout, (fn) onverge vers f en mesure.Remarquer que la réiproque est fausse.() En utilisant le lemme de Borel�Cantelli, montrer que si (fn) onverge vers f en mesure,alors on peut en extraire une sous-suite qui onverge vers f presque partout.(d) On note L0(X, µ) l'espae des fontions mesurables quotienté par la relation d'égalité
µ-presque partout. Montrer que sur et espae, la fontion suivante est une distane etqu'elle métrise bien la onvergene en mesure :

δ(f, g) = inf
{

ε > 0
∣

∣

∣
µ [|f − g| > ε] 6 ε

}

.



(e) En utilisant le lemme de Borel�Cantelli, montrer que (L0(E, µ), δ) est omplet.(f) Montrer qu'en général, il n'existe pas de distane sur L0(E, µ) qui métrise la onver-gene µ-presque partout.Exerie 9.� Intégrale de RiemannSoit f : [0, 1] → R intégrable au sens de Riemann1. Montrer qu'elle est intégrable au sensde Lebesgue, et que ses intégrales au sens de Lebesgue et de Riemann oïnident. Donnerdes exemples de fontions intégrables au sens de Lebesgue, mais pas au sens de Riemann.

1L'intégration au sens de Riemann est elle enseignée en lasses préparatoires, souvent en se restreignantaux fontions réglées, voire aux seules fontions ontinues. Une fontion intégrable au sens de Riemannest une fontion pour laquelle e proédé a un sens. Pour des dé�nitions plus préises, voir par exemple lehapitre III du tome d'analyse de Les Maths en Tête de Xavier Gourdon.


