L3 — Intégration 1 2009-2010 : TD 4

Intégrale de Lebesgue

Exercice 1.— Théoréme d’Eropos
Soit (X, .o, 1) un espace mesuré avec p[X] fini. On considére une suite (f,) de fonctions
réelles mesurables sur X convergant vers f p-presque partout.

(a) Montrer que pour tout & > 0 et tout n > 0, il existe n € N tel que

r lU {as e X |[5(x) — f(a)] > %}

<)

(b) En déduire le théoréme d’Egorov : pour tout & > 0, il existe A € &7 de mesure pu[A] < e
tel que, sur X \ A, (f,) converge uniformément vers f.

(c) Donner un contre-exemple & ce résultat si I’on ne suppose plus 'espace de mesure finie.

Exercice 2.— Propriétés du « presque partout »

(a) Montrer que la relation = d’égalité presque partout est une relation d’équivalence.
PP

(b) Montrer que la relation < d’infériorité presque partout est transitive et que :
pp

[<getg< f=f=g
pp pp pPp

(c) Montrer que si f;,g; : X — C vérifient f; = fo et g3 = go, alors pour tous «, 3 € C,
pp pPp
aft+ B = afs + B2

(d) Montrer que, si f,,g, : X — R vérifient f, = g, pour tout n € N, alors liminf f,, =
pPp pPp

n—oo

liminf g, et limsup f,, = limsup g,. Si de plus, (f,,) converge presque partout, montrer
n—oo

n—o00 PP n—oo
qu’il en est de méme pour (g,) et qu’alors lim f, = lim g,.
n—00 PP n—00
Exercice 3.— Autour de I’inégalité de YebbImién

Soit f : (X, 4/, u) — R mesurable. On pose, pour n € N, A, = {x € X’ |f(x)] > n} et
Bn:{xeX’n<|f(:c)|<n+1}.

(a) Montrer que si f est intégrable, Zp,u[Bp] converge.
peN

(b) Montrer que si f est intégrable, Z,LL[AP] converge et (p 1[Ap])pen est bornée.
peN

(c) A quelle(s) condition(s) les réciproques sont-elles vraies ?



Exercice 4.— Fonctions presque nulles
Soit f : R — R une fonction positive mesurable (R est muni de sa tribu borélienne).

On suppose que VA € %’(R),/ fdmy; = 0. Montrer que f est nulle presque partout. Le

A
résultat s’étend-il si f n’est plus supposée positive ?

Exercice 5.— Lemme des moyennes
Soit f : (X, 47,v) — C intégrable, ou v est une mesure finie. On suppose qu’il existe un

1
fermé F C C tel que, pour tout A € & vérifiant v[A] €]0, +o0], on a JTA] / gdv € F.
v A

Montrer que pour presque tout = € X, g(z) € F.

Exercice 6.— Concentration, évanescence, bosse glissante
Soit ¢ : R — R une fonction continue, positive, nulle en dehors de [0, 1] et d’intégrale 1.
On définit les suites de fonctions :

1 T
@) =mpna),  gae) = o (S), hal@) = ple —n).
Faire des dessins. Comparer le comportement de ces trois suites de fonctions et celui de
leurs intégrales.

Exercice 7.— Sommation par tranches
Soit, f : (X, e/, ) — R une fonction mesurable positive. Montrer que

L= [ nl{rex| > ] amo = fim 3= gon [{ e x| 510> 31}

Exercice 8.— Convergence en mesure
Soit (X, .o/, ) un espace mesuré avec p[X] fini. Soit (f,,) une suite de fonctions réelles
mesurables. On dit que (f,,)nen converge en mesure vers f si pour tout € > 0,

u{z e X|1fl@) -~ 1@) > e} —0.

n—oo

(a) Montrer que si (f,) converge en norme L', c’est-a-dire si / |fn. — fldp —— 0, alors
X n—oo

(fn) converge en mesure vers f. Remarquer que la réciproque est fausse.

(b) Montrer que si (f,) converge vers f u-presque partout, (f,,) converge vers f en mesure.
Remarquer que la réciproque est fausse.

(c) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que si (f,,) converge vers f en mesure,
alors on peut en extraire une sous-suite qui converge vers f presque partout.

(d) On note L°(X, 1) I'espace des fonctions mesurables quotienté par la relation d’égalité
p-presque partout. Montrer que sur cet espace, la fonction suivante est une distance et
qu’elle métrise bien la convergence en mesure :

6(f.9) =it {e > 0| ulf — gl > ] <&}



(e) En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, montrer que (L°(E, i), ) est complet.

f) Montrer qu’en énéral, il n’existe pas de distance sur LO E, 0 qu1 meétrise la conver-
g
gence u-presque partuut.

Exercice 9.— Intégrale de Riemann

Soit f :[0,1] — R intégrable au sens de Riemann®. Montrer qu’elle est intégrable au sens
de Lebesgue, et que ses intégrales au sens de Lebesgue et de Riemann coincident. Donner
des exemples de fonctions intégrables au sens de Lebesgue, mais pas au sens de Riemann.

'L’intégration au sens de Riemann est celle enseignée en classes préparatoires, souvent en se restreignant
aux fonctions réglées, voire aux seules fonctions continues. Une fonction intégrable au sens de Riemann
est une fonction pour laquelle ce procédé a un sens. Pour des définitions plus précises, voir par exemple le
chapitre IIT du tome d’analyse de Les Maths en Téte de Xavier Gourdon.



