
L3 � Intégration 1 2009�2010 : TD 5Lebesgue : intégrale, mesure � Nullité presque partoutExerie 1.� Complétude de L0Soit (X,A ,µ) un espae mesuré et
L

0(X) = {f : X → R boréliennes}.On note L0(X) = L
0(X)/ =pp et on dé�nit (modulo l'égalité presque partout) la fontion dpar
∀(f,g) ∈ L0(X)2, d(f,g) =

∫

X

min(|f − g|,1) dµ.(a) Montrer que d dé�nit une distane sur L0(X).(b) Soit (fn)n∈N une suite de Cauhy pour d. Montrer qu'il existe une sous-suite (fnk
) telleque les fontions

h =
∑

k>0

|fnk+1
− fnk

|1{|fn
k+1

−fn
k
|61} et g =

∑

k>0

1{|fn
k+1

−fn
k
|>1}sont �nies presque partout. En déduire que la fontion f :=

∑

k>0

|fnk+1
− fnk

| est �niepresque partout.() Montrer que l'espae (L0(X),d) est omplet.Exerie 2.� Intégrale et translationSoit f : R → R une fontion intégrable. On dé�nit, pour h ∈ R, la fontion Th(f) : x 7→
f(x − h).Montrer que Th(f) est aussi intégrable et que Th(f) tend vers f en norme L1, i.e. que:

∫

R

|Th(f) − f | −−→
h→0

0.Exerie 3.� Autour de l'absolue ontinuitéSoit (X,A ,µ) un espae mesuré et f : X → C une appliation intégrable. Montrer que
lim
δ→0

(

sup
µ[E]<δ

∫

E

|f | dµ

)

= 0.Exerie 4.� Esalier du diableRappelons la onstrution de l'ensemble de Cantor: on onstruit K
(n+1)
3 en oupant haundes intervalles onstituant K

(n)
3 en trois intervalles de taille égale, et en enlevant l'intervalledu milieu à haque fois.



Fig. 1 � Esalier du diable (soure: wikipédia)On pose f0 = id et on dé�nit par réurrene fn omme étant onstante sur haun desintervalles que l'on enlève. On prend omme onstante la moyenne des valeurs de fn−1 auxextrémités de l'intervalle onsidéré. On omplète de sorte à avoir une fontion a�ne parmoreaux.On pose alors f = lim
n→∞

fn (on montrera que f est bien dé�nie).Montrer que f est:� ontinue en tout point de [0,1] ;� roissante ;� dérivable et de dérivée nulle presque partout.Exerie 5.� Support d'une fontionSoit f : R
n → R

p une fontion borélienne. Soit Ω la réunion de tous les ouverts U tels que
f = 0 p.p. sur U 'est-à-dire tels que

mn

[{

x ∈ U
∣

∣

∣
f(x) 6= 0

}]

= 0.Montrer que f est nulle sur Ω preque partout. On pourra remarquer que tout ouvert de
R

n est σ-ompat. (Le support de f est par dé�nition le fermé R
n \ Ω).Exerie 6.� Régularité de la mesure de LebesgueSoit B un borélien de R.(a) Montrer que la mesure de Lebesgue est extérieurement régulière :

m1[B] = inf
{

m1[O]
∣

∣

∣
O ouvert ontenant B

}

.(b) Montrer que la mesure de Lebesgue est intérieurement régulière :
m1[B] = sup

{

m1[K]
∣

∣

∣
O ompat inlus dans B

}

.Le résultat est en fait vrai pour la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur R
n.


