
L3 � Intégration 1 2009�2010 : TD 6Théorèmes et espaes de LebesgueExerie 1.� Théorème de onvergene dominée LpSoit (fn) une suite de fontions dans Lp(X,µ) onvergeant presque partout vers 0 et tellequ'il existe g ∈ Lp(X,µ) telle que ∀n,|fn| 6 g.Montrer qu'alors la suite onverge vers 0 dans l'espae Lp(X,µ).Exerie 2.� Une étude asymptotiqueSoit (X,µ) un espae mesuré, f : X → [0, + ∞] une fontion mesurable d'intégrale 1.Montrer que ∫
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dµ onverge vers +∞ quand 0 < α < 1, vers 1 quand
α = 1 et vers 0 quand α > 1.Exerie 3.� La fontion Γ d'EulerMontrer que la fontion dé�nie par l'intégrale suivante est de lasse C∞ :
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tz−1e−t dt.Exerie 4.� Espae mesuré �niSoit (X,µ) un espae mesuré. On suppose qu'il existe une fontion f stritement positivetelle que f et 1/f soient intégrables. Montrer qu'alors µ[X] < ∞.Exerie 5.� Relations entre les espaes LpSoit (X,µ) un espae mesuré et f : X → R une fontion mesurable.(a) Montrer que l'ensemble If =
{
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f ∈ Lp(X,µ)

} est un intervalle.(b) Montrer que si If ontient [p0, + ∞], alors ‖f‖p −−−−→
p→+∞

‖f‖∞.Exerie 6.� Convergene en mesureMontrer que si (fn) est une suite de fontions onvergeant vers f dans Lp(X,µ), alorsla onvergene a également lieu en mesure. (En partiulier, il existe une sous-suite quionverge presque partout).Exerie 7.� Convergene et domination(a) Construire une famille (fn) de fontions positives intégrables onvergeant vers 0 presquepartout, dont les intégrales onvergent vers 0, mais qui n'est ependant pas dominéepar une fontion intégrable.(b) Montrer que de toute famille (fn) de fontions positives intégrables onvergeant vers 0presque partout et dont les intégrales onvergent vers 0, on peut extraire une sous-suitedominée par une fontion intégrable.



() Montrer que le résultat préédent n'est plus vrai si on ne suppose plus les fontionspositives.Exerie 8.� Emboîtement des espaes de LebesgueSoit (X,µ) un espae mesuré tel que µ[X] < +∞ et q > p > 1. Montrer qu'alors on a uneinlusion Lq(X,µ) ⊂ Lp(X,µ). Montrer que l'appliation d'inlusion est ontinue et donnersa norme.Montrer que le résultat n'est pas vrai si X n'est plus supposé µ-�ni.


