L3 — INTEGRATION 1 — CORRIGE DE L’EXAMEN DU 09/01/2013

Les Exercices [I] et [4] sont indépendants entre eux et indépendants des Exercices [2] et [3] L’Exercice
utilise le résultat de ’Exercice 2] On pourra admettre le résultat d’une question et traiter les questions
suivantes.

Exercice 1 (Intégrales a parametre). Soit f :]0, +o0o[— [0, +o00] une fonction borélienne. On note

T arctan(x
Fa) = /0 arctan(z /(1) ) 1),

1+¢2
(1) On observe que pour A-presque tout ¢ €]0, +o0], la fonction x — m%(g(t)) est continue sur
R. De plus, on a
arctan(z f(t)) T
Vo € R,Vt > 0.
1+ | =2+

Par le théoréme de continuité sous le signe intégral, on obtient que F' est bien définie et
continue sur R.

(2) On note ’ensemble mesurable B = {t > 0: f(t) > 0}. Alors on a

F(:E):/Bamfm(xf(t))d)\(t)‘

1+ ¢2
Soit (xy)nen une suite de réels tels que lim,, x,, = +o0. Pour tout t € B, on a
lim arctan(z, f(t)) _ L
n 142 2(1+t2)
De plus, on a
arctan(zy, f(t)) T
,Vn € N,Vt € B.
1+ 22 =+

Par théoreme de convergence dominée, on obtient

. m 1

Ainsi, lim, 4o F(z) = § [5 ﬁltgd)\(t). Lorsque f(t) > 0 pour A-presque tout ¢t > 0, on
obtient N )
. T < 1 T
Jm P =3 [ g aw =T
(3) Pour tous u,v > 0, on a (1 —uwv)? > 0 et donc 1 + u?v? > 2uv. Pour tous z,t > 0, on a

9 (arctan(:vf(t))) _ f(t)
ox 1+ t2 (14 22f(t)2)(1 +t2)

De plus, on a

0 (arctan(xf(t)) 1

ax( 1412 ) = 2(1+12)

Par théoréme de dérivation sous le signe intégral, on obtient que F est de classe C! sur tous
les intervalles ouverts Ja, +oo[ avec a > 0. Ainsi F est de classe C! sur I'intervalle ouvert
10, 400 et

e 0
re = [ rrerana e YO
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(4) Supposons que F' admette au point = 0 une dérivée a droite finie. Soit (z,)nen une suite
de réels strictement positifs tels que lim, z,, = 0. Un simple calcul montre que

Flan) = F(0) _ /+°° arctan(za /(1)) ) )
0

xy —0 xn (1 +t2)

Par le lemme de Fatou, on a

oo £(4) oo arctan(z, f(t))
/0 T d\(t) = /0 hTan W dA(t)

+o0o
_ / lim inf @S D) 4 )
0 n l’n(l + t2

)
< liminf / T arctan(an /(1)) dA(#)
0

n n (14 t2)
F(z,) — F
< liminf(x)o(o):Fé(O).
n Ty —

Ainsi [F° /(1) dA(t) < 400 est une condition nécéssaire.

0 1+¢2
. : . +oo f(t)
Réciproquement, si la condition fo 1142

logue & celui de la question (3) montre que

5 () 20,

dA(t) < +oo est satisfaite, un raisonnement ana-

Ainsi, le théoréme de dérivation sous le signe intégral montre alors que F est de classe C! sur
R.

Exercice 2 (Ensembles de niveaux). Soit (F,.A, x) un espace mesuré. On note A la mesure de
Lebesgue sur I'espace mesurable ([0, +oo[, B([0, +00[)).

Soit ¢ : E — [0,+o00[ une fonction mesurable et positive. Pour tout ¢ > 0, on définit I'ensemble
mesurable Ef = {z € E : p(z) > t}. Le but de 'exercice est de démontrer la formule suivante :

+oo
(+) /E (@) du(z) = /0 W(EF) dA(1).

(1) On traite tout d’abord le cas ou ¢ : E — [0,400[ est une fonction mesurable, positive et
étagée. On écrit alors ¢ = Z?:l a;ly, avec oy < -+ < ay. On pose o = 0.

(a) Il est facile de calculer EY. Si t < aq, alors Ef = E et si t > ay, alors Ef = (. Si
a; <t < ap, alors Ef = U{i:aizt} A;. On définit By = [ag, 1], B1 =|ag, a2, ...,
B,_1 =]an—1,0] et B, =]ay, +oo[. On définit aussi Sy = pu(E), f1 = Z2§i§n w(Az),

oy Bn—1 = u(Ay) et B, = 0. On en déduit donc la formule suivante :

w(EL) = Bilp,(t).
j=0

Ainsi, la fonction ¢ — u(EY) est mesurable positive et étagée.
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(b) D’une part, on a [ ¢(x)du(x) = 31" a;u(A;). D’autre part, on a

n—1

+oo
/0 WEH A = 3 BAB))

Donc la formule (%) est démontrée.

(2) Soit a présent ¢ : E — [0, +o0o] une fonction mesurable et positive quelconque. On sait qu’il
existe une suite croissante (¢, )nen de fonctions mesurables, positives et étagées telles que
lim, p, = .

On définit les fonctions mesurables, positives et étagées ®,, : [0, +00[— [0, +oo[ par @, (t) =
w(Ef™). Puisque ¢, < @n11, il est facile de voir que
Ef" CEf" et | JEf" U{z € E:p(z) =t} = Ef,Vt > 0.
n

En utilisant un raisonnement analogue a celui de ’Exercice [3] il existe une quantité au plus
dénombrable de réels t > 0 telle que u({z € E : () =t}) > 0. Par propriétés de la mesure,
on a ®,(t) < ®,41(t) pour tout t > 0 et sup,, ®,(t) = u(Ef) pour Lebesque-presque tout
t > 0. Comme chacune des fonctions ®,, est mesurable et positive, il suit que la fonction
t — u(EY) est mesurable et positive.

En utilisant la question précédente pour tout n € N et par théoreme de convergence monotone,
on a

/E o(2)dp(z) = sup /E on(x) du()

n

+oo
~ s /0 B, (1) (1)

n

+oo
= /0 sup D, (t) dA(t)

+oo
- /0 u(EF) dA(2).
La formule (%) est démontrée.

Exercice 3 (Théoréme du Porte-Manteau). Dans cet exercice, on considere I'espace topologique R4
(d > 1) muni de sa tribu borélienne B(R?). Pour tout borélien B de R?, on note B la fermeture de
B, B l'intérieur de B et B = B\ B la frontiere de B.

Soit (n)nen et p des mesures de probabilités sur (R?, B(R)). On dit que /1, converge étroitement
vers /1 si pour toute fonction continue et bornée f: R — R on a

i [ f@)dio) = [ @) duta),

Le but de ’exercice est de montrer ’équivalence entre les quatre assertions suivantes :

(#) py, converge étroitement vers .
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(V) Pour tout ouvert O de R%, on a
lim inf p,, (0) > p(0).

(&) Pour tout fermé F de RY, on a
limsup pin (F') < p(F).
n

(%) Pour tout borélien B de R? tel que 1(0B) =0, on a
lim i, (B) = pu(B).

On se propose de montrer les différentes équivalences en plusieurs étapes.
(1) On a
Q) lim inf 11, (O) > p(0), VO ouvert

1- hm inf 11,,(0) <1 — p(0),VO ouvert

lim sup pn, (R?\ O) < u(R4\ 0), VO ouvert

O

T\
lim sup pp, (F) < p(F),VFE fermé

s (0).
(2) Soit B un bordlien de R%. En utilisant (Q) pour B et (¢) pour B, on a
lirginfun(é) > u(B)
limsup pn(B) < pu(B).
n
Par conséquent, ceci entraine

u(B) < liminf i, (B) < limsup pin(B) < u(B).

Puisque u(B) = u(B), on a liminf, p,(B) = limsup,, pn(B) = u(B) et donc limy, ju,(B) =
1(B).

(3) Soit O un ouvert de R?%. Pour tout p € N, on définit ¢,(z) = (pd(z, R\ O)) A1 pour tout
z € R% 11 est alors immédiat de vérifier que ¢p est 1-Lipschitzienne, 0 < ¢, < ¢py1 < 1o
pour tout p € N et lim, ¢, = 1p. Par théoreme de convergence monotone pour x, on obtient

sup /R pple) di(z) = p(0).

p

En appliquant (#) pour tout p € N, on obtient

im [ u(@)dpale) = [ epfe)dnto).

n

Ceci entralne
liminf 4, (0O) = lim inf/ 1o(x) dpn(x)
n n Rd

> liminf/ op(x) dpn(x),Vp € N
Rd

— | o) dula)vp e N,
Rd

Donc lim infy, 11, (O) > sup,, [ga wp(x) du(z) = p(0).
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(4) Dans cette question, on démontre que I'assertion (&) entraine I'assertion (#). Soit f : R — R
une fonction continue et bornée.

(a) On peut décomposer toute fonction continue f : R? — R comme f = f* — f~ avec
ff=fA0et f7 =(—f)A0. Puisque f* et f~ sont des fonctions continues, positives
et bornées, on peut dorénavant supposer que f est continue, positive et bornée.

(b) Pour tout ¢ > 0, on définit 'ensemble fermé F; = {x € R? : f(x) > t}. Il est facile
de voir que {x € R? : f(z) > t} C Fy car {x € R? : f(z) > t} est ouvert. Donc
OF; c {x € R%: f(z) = t}. Il n’y a pas de description plus précise de OF}.

(c) On observe que les fermés OF; sont deux & deux disjoints. Puisque pu(R?) = 1, il suit qu’il
existe un nombre fini de t > 0 tels que u(0F;) > % Par conséquent, il existe un nombre
au plus dénombrable de ¢t > 0 tels que u(9F;) > 0. En particulier, puisqu’un ensemble
dénombrable est Lebesgue-négligeable, on obtient que pour Lebesgue-presque tout ¢t > 0,

lim i, (Fy) = p(F).

(d) Puisque f est bornée, on 0 < f < K. En utilisant le résultat de I'Exercice [2| avec le
théoreme de convergence dominée, on obtient

K
lién flz)dpn(x) = lim/ o (Fy) dA(2)
R4 nJo

K

— /0 lim fin (Fy) dA(t)
K

_ /0 p(Fy) dA(t)

= [ f@)du().
R

Exercice 4 (Mesures contractantes). Soit (E,.A) un espace mesurable et T': E — FE une bijection
telle que T et T~! sont mesurables.

Soient 1 et v deux mesures de probabilités sur (F,.4) qui ont les mémes ensembles négligeables. Le
but de I'exercice est de montrer que u est contractante si et seulement si v est contractante.

(1) On raisonne par I’absurde et on suppose que p est contractante alors que v ne ’est pas. Puisque
v n’est pas contractante, il existe A € A tel que v(A) < 1 et a > 0 tel que v(T"(A)) > «
pour tout n € Z. Puisque v(A) < 1, on a v(E'\ A) > 0 et donc pu(E\ A) > 0 car p et v
ont les mémes ensembles négligeables. Puisque p est contractante et p(A) < 1, il existe une
suite (ng)gen dans Z telle que limy p(7™ (A)) = 0. Quite & extraire une sous-suite, on peut
supposer u(T™ (A)) < 27% pour tout k € N.

(2) On considére a présent
B =limsupT™ (A) = ﬂ U T (A) € A.
k keEN p>k
On pose By = U5, T""(A) € A. On a By11 C By pour tout k € N et B = (. Bi. D'une
part on a pu(By) <> o, (TP (A)) <305, 27F = 27k +1 et d’autre part on a v(By) > a pour
tout k € N. Puisque p et v sont des mesures de probabilités, il suit que p(B) = limy p(Bg) =0

alors que v(B) = limy v(By) > «. Ceci contradit le fait que p et v ont les mémes ensembles
négligeables.



