L3 — INTEGRATION 1 — CORRIGE DU PARTIEL

Exercice 1 (Théoreme d'Egoroff). Soit (E, A, 1) un espace mesuré tel que pu(E) < oo
et fn: (B, A) — (R,B(R)) une suite de fonctions mesurables. On définit ’ensemble de
convergence de la suite (f,) par

C= {x ek 1i£n fn(x) existe} .

(1) On remarque que pour tout x € E, la suite (f,(x)), est convergente si et seule-
ment si elle est de Cauchy. On a donc

reC <= Vk>1,3n>1Vij>n,|fi(x)— fi(z) <

= seNU N {rer:inw-s0i<g}.

k>1n>14,5>n

-

Puisque les fonctions f,, sont mesurables, ona {z € E : |f;(z) — fj(z)| < :} € A
Puisque A est une tribu, on en déduit C' € A.

(2) Puisque la suite (f,), converge vers f p-p.p., on en déduit

(U e

k>1n>1

En particulier, on a pour tout k > 1,

u(LL%)zu@

Par propriété de la mesure, on sait alors que pour tout k > 1, lim, 1 u(A¥) =

p(E). Fixons € > 0 et k > 1. Puisque u(E) < oo, il existe alors ng . > 1 tel que

(AL ) > pu(E) — %. Ceci entraine bien que p(E\ AF ) < =
(3) Pour tout € > 0, on pose

A=) AL

E>1

HENA) S Y p(B\AL ) <> =

k>1 k>1
Fixons a présent € > 0. Pour chaque § > 0, on peut choisir k£ = k(d) > 1 de telle
sorte que ﬁ < ). Posons n(5) = N 1(5). Alors pour tout z € A., ona x € Aﬁ((g))
et donc |fi(z) — f(z)] < 775 < 0 pour tout i > n(d). Ceci démontre bien que la
convergence de la suite ( fn)n est uniforme sur I’ensemble mesurable A..
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(4) Prenons par exemple (E, A, 1) = (N, P(N), card). Posons f, = drny : N = R. 11
est facile de voir que la suite (f,), converge simplement mais pas uniformément
vers la fonction nulle.

Exercice 2 (Inégalité de Jensen). Soit (E, A, ) un espace mesuré tel que p(F) = 1.
Soit ¢ : R — R une fonction positive et convezxe, c’est-a-dire,

otr+ (1 —t)y) <te(x)+ (1—-1t)p(y),Vte|0,1],Vz,y € R.

(1) Soit xp € R. On définit la fonction taux d’accroissement

#lz) — p(wo)

Y :]rg, 00— R:x—
r — X9

Soient .,y €|xg, 00| tels que z < y. Par convexité de la fonction ¢, on a

y—x T — X

plr) < ¢(Zo) + ey)-
(2) < L= pla) + T2 Dpy)
Ceci entraine ¢(x) < 1(y). Prenons a présent a < xy. Par convexité de la fonction
@, on a
T — X9 Top —a
< .
so(xo) < ela)+ ———p()

SO(I . . . . ,
; < 9(z). Puisque la fonction 1 est croissante et minorée

sur |z, oof, elle admet une limite finie en 5. On pose

Ceci entraine

Vwo) = inf P =P
SOd( 0) z€]xo,00( T — X
Puisque ¢ (z) > % pour tous a,z € R avec a < z¢p < z, on a bien

p(x) = p(x0) + (o) (T — 39), Yz € R.

(2) Posons &, = {(a,b) € R? : p(z) > ax + b,V € R}. D’apreés la question précé-

/

dente, on a (¢ (x), p(x) — ¢)(x)x) € &, pour tout € R. Par conséquent,

o(z) = sup (ax+0b),Vz € R.
(a,b)e€,

(3) Soit f € LY(E, A, i) une fonction intégrable. On a

( / fdu> - (asbu§g¢( o f fdu+b)

</ s (0/(@) +6)du(2)

a,b)e€,

- /gpofdu.

Exercice 3 (Lemme de Riemann-Lebesgue). On notera A la mesure de Lebesgue sur
(R,B(R)). Soient T"> 0 et f: (R,B(R)) — (R, B(R)) une fonction borélienne bornée
et T-périodique.
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On suppose d’abord que I = [a,b] est un intervalle borné de R. Soit n > 1 et notons
N(n) = [n%2]. Pour 1 < k < N(n), on note I(k) = [a+ (k — 1)L, a + kL. On a alors

I = U 1 U[aJrN(n)%,b]

1<k<N(n)

Par T-périodicité de la fonction f, on obtient

/1 fna)di(z) = Y / f(nz)d\ (@ /[aw(n);,b] f(nz) d\(z)

1<k<N(n

+ / 1[a+N(n)%’b] (x) f(nx) dA(z).

Puisque 0 < b—a — N(n)L < T et f est bornée, en appliquant le Théoreme de Conver-

n —n

gence Dominée, on obtient

lim / 2] () (n2) dA(2) = 0.

Puisque lim,, % = bT , on en déduit

hm/fnxd)\ /f

Soit A € B(R) un borélien borné. On a donc A C [—K, K| pour un certain X > 0. On
considere I'ensemble M de tous les boréliens B C [— K, K] tel que

hm/fnxd)\ /f

On montre que M est une classe monotone qui contient tous les intervalles I C [—K, K].
En effet, il est clair que ) € M. Si A, Be M et AC B, on a

f(nz) dA(z) = f(nz) dA(x) — f(nz) dX(x)

B\A B\A B\A

- B 7 [ rman-xag [ o
= NB\A) 7 [ e

c’est-a-dire B\ A € M. Enfin soient Ay, € M et Ay C Apy1 pour tout k € N. Posons
A = Upen Ak- Soit € > 0. On choisit k£ € N tel que A\(A\ Ay) < . On a pour
tout n € N,

- (IIfII +1)

f(nz) dA(z)

OJI“)

< 1 fllo / ) = W A A <

A\ Ay,
et

AAN\ Ay

/f \<||f||oo AAN Ay <

Wl ™
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Puisque Ay € M, on choisit ng € N, tel que pour tout n > ny,

1 [T £
flna) @) = M) 7 [ fOA0] < 5
Ay T Jo 3
Par inégalité triangulaire, on obtient donc pour tout n > ny,
€
) dA(x — 4=
/ f(nx) / f(t) + 3 + 5 =¢

Ceci entraine que A € M. Ainsi, M est une classe monotone qui contient les intervalles
de [-K, K].

Par conséquent, le lemme de classe monotone montre que B([—K, K]) = M, et donc

Ae M.



