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Les exercices 1, 2 et 3 sont indépendants.

Exercice 1 (Théoreme d’Egoroff). Soit (E,.A, ;1) un espace mesuré tel que p(E) < oo
et fr, 1 (E,A) — (R, B(R)) une suite de fonctions mesurables. On définit 1’ensemble de
convergence de la suite (f,), par

C= {a: ek 1i£n fn(x) existe} .

(1) Montrer que

C=iléifl{erwmw—ﬂ@ng }

En déduire que C € A.

(2) On suppose que la suite (f,), converge u-p.p. vers une fonction mesurable f.
Pour tous k,n € N*, on définit

= U Nfeeriimo-s@l< g}

1<p<nizp

| =

Montrer que pour tout € > 0 et tout & € N*, il existe n, . € N* tel que

g
pE\ AL ) < o

(3) En déduire le Théoréme d’Egoroff : Pour tout € > 0, il existe A. € A tel que
u(E\ A.) < e et (fn), converge uniformément vers f sur A..

(4) Montrer que ce résultat est faux en général si u(E) = oo.

Exercice 2 (Inégalité de Jensen). Soit (F,.A, u) un espace mesuré tel que p(E) = 1.
Soit ¢ : R — R une fonction positive et convere, c’est-a-dire,

otr+ (1 —t)y) <te(x)+(1—-1t)p(y),Vte|0,1],Vz,y € R.

(1) Soit zp € R. Montrer que la dérivée a droite de ¢ en xg, notée ¢’(xg), existe et
que pour tout z € R, on a

p(x) = @(w0) + @ulwo) (x — o).
(2) Soit &, = {(a,b) € R*: p(x) > ax + b,Vz € R}. Montrer que

o(z) = sup (ax+0b),Vz € R.
(a,b)e€y,

(3) Montrer que toute fonction intégrable f € L1(E, A, u) satisfait 'Inégalité de

Jensen :
w(/Efdu> S/wadu-
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Exercice 3 (Lemme de Riemann-Lebesgue). On notera A la mesure de Lebesgue sur
(R,B(R)). Soient T" > 0 et f: (R,B(R)) — (R, B(R)) une fonction borélienne bornée
et T-périodique.

Montrer que pour tout borélien borné A € B(R), on a

hm/fmcd)\ ) = A(A /f £) dA(t

Indication : On montrera d’abord ’égalité dans le cas ou A = I est un intervalle borné
de R.



