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1 Surfaces de Riemann et objets associés

1.1 Définitions

Une surface de Riemann est un espace topologique séparé connexe X, muni d’'un atlas holomorphe
(Ui, pi)ier ot

e (u;)ier est un recouvrement ouvert de X

e la carte ¢; : U; — C est un homéomorphisme de U; sur un ouvert de C

e tout changement de cartes y; ; = p; o <pj_1 2 (U; NU;) — ¢i(U; NUj) est holomorphe.
Plus précisément, la structure de surface de Riemann est définie par une classe d’équivalence d’atlas holo-
morphes, deux tels atlas étant dits équivalents si leur réunion est encore un atlas holomorphe. Ou encore
on peut considérer I’atlas maximal associé, formé de toutes les cartes (U, : U — C) telles que ¢ o apjl
est holomorphe pour tout ¢ € I : cet atlas contient 'atlas donné (U;, ¢;), et est clairement le plus grand
atlas holomorphe contenant (U;, ;). Une carte de I’atlas holomorphe sera appelée carte holomorphe, ou
simplement carte. Elle est centrée en p si ¢(p) = 0.

Noter que par restriction et homothétie, on peut toujours trouver une carte holomorphe centrée en un
point quelconque ayant pour image le disque unité A.

Notation. Il sera commode de noter une carte holomorphe centrée z (ou w, ¢,...), notant ainsi a la fois
la fonction et sa valeur. On notera aussi z = x + iy), ou (z,y) est alors une carte réelle, ou systéme de
coordonnées réelles.

Soient (X, (U, ¢i)icr) et (Y, (V},%;),es) deux surfaces de Riemann. Un isomorphisme (ou biholomor-
phisme) entre X et Y est une bijection qui envoie l'atlas maximal de X sur celui de Y (c’est en particulier
un homéomorphisme. Autrement dit, les applications 1/ o f o ¢~! sont holomorphes pour toutes les cartes ¢
et 1 dans les atlas holomorphes maximaux de X et de Y (il suffit que ce soit vrai dans des atlas holomorphes
de X et de Y). On notera X ~ Y la relation d’équivalence ainsi définie.

Une surface de Riemann non compacte est dite ouverte.
. . . . 2
Remarques. 1) Le jacobien du changement de cartes 1; j, vu comme une application entre ouverts de R
est |z/)§j|2 qui est positif, donc toute surface de Riemann est canoniquement orientée.

2) Contrairement au cas des variétés différentiables (cf. Géométrie avancée), nous n’avons pas imposé de
condition de dénombrabilité sur X : existence d’une base d’ouverts ou d’un atlas dénombrable, métrisabilité,
o-compacité, paracompacité. En fait, nous verrons que ces propriétés sont automatiques pour les surfaces de
Riemann (théoréme de Radd). Nous pourrons alors dire qu'une surface de Riemann est une variété complexe
(ou holomorphe) de dimension un.

3) Nous avons imposé qu’une surface de Riemann soit connexe, mais parfois il sera commode de considérer
qu'un ouvert quelconque, connexe ou non, d’'une surface de Riemann est une surface de Riemann est une
surface de Riemann.

4) Comme pour les variétés, la structure de surface de Riemann peut étre définie directement par un atlas
sur un ensemble, qui fournit aussi la structure topologique. La difficulté étant de prouver que ’espace est
séparé.

1.2 Exemples de surfaces de Riemann

Les exemples 1), 2) et 4) sont des surfaces ouvertes, 3) et 5) des surfaces compactes.
1) C est bien str le premier exemple, on 'appellera droite complexe, ou droite compleze affine (et non «plan
complexe ), qui pour nous sera C?).

2) Tout ouvert connexe d’une surface de Riemann est une surface de Riemann. En particulier, tout ouvert
de C est une surface de Riemann avec un atlas a une carte. Deux cas particulierement intéressants :

e X ={z€C||z| <1} (disque unité), que 'on notera A

e X ={z¢€C|Imz >0} (demi-plan supérieur, ou de Poincaré, ou hyperbolique, ou de Lobatchevsky),
que 'on notera H.

3) La sphére de Riemann, ou droite projective complexe, notée IP’l((C) ou CP' ou C. Comme ensemble,
P'(C) = C U {occ}. La structure est donnée par un atlas & deux cartes : Uy = C, @o = Id, Uy = C* U {0},

1



1
Poo(2) = — 8l 2 # 00, Poo(00) = 0. Il n’y a donc qu’un changement de cartes (avec son inverse), ¥ o0 (2) = —,
z

z
de C* sur C*. Exercice : montrer avec cette définition que P! (C) est séparé, connexe et compact.

Variante via des projections stéréographiques : P (C) est la sphere de centre 0 et de rayon 1 dans R3 identifié
4 C x R, soit P}(C) = {(Z,t) € C x R | |Z|? +t* = 1}. Les deux cartes sont

e Uy =P (C)\{N}, ot N =(0,1) est le pole nord, ¢y = z = projection stéréographique de centre N sur

Z
C x {0} =C, s0it z = —— ;
1-1¢
e Uy = PHC)\ {S}, ot S = (0,—1) est le pole sud, o = w = (conjugaison compexe) o (projection
stéréographique de centre S sur C x {0} = C), soit w = ¢
1—-t _lzl _vi-¢

Le changement de cartes est obtenu en exprimant w en fonction de z : w = 2?, avec 1—t =

AV - 1 ENE
d’ou T Pk donc w = ﬁ = =. On retrouve le méme atlas, mais cette fois le fait que P*(C) est séparé
z z

et compact est évident. On a aussi le fait que P* (C) est topologiquement une sphere de dimension deux.

)

Remarque. Le nom de droite projective complexe vient de ce qu’on peut définir ]P’l((C) comme le quotient
(C?\ {0})/C*, C étant formé des points [(1,2)] et {co} = [(0,1)] = [(0, 2)] (Vz # 0). Nous décrirons plus
tard l'espace projectif complexe P™(C) = (C™**\ {0})/C* de dimension quelconque.

4) Les tores Tp := C/A, ot A est un réseau de C, c’est-a-dire un sous-groupe discret de rang maximal, soit
deux, donc A ~ Z?. On munit T de la topologie quotient, qui ne dépend pas de A & homéomorphisme prés.
Si U est un ouvert de C tel que UN(U+A) = 0 pour tout A € A\{0}, ce qui est vrai par exemple si diam(U) <
syst(A) := minyea\qoy |A| (systole du réseau), la projection U C C — T est un homéomorphisme sur son
image. Son inverse est par définition la carte ¢y . Exercice : montrer que ¢y est bien un homéomorphisme
sur son image, que les changements de cartes oy, sont localement des translations par des éléments de A,
et qu’on peut supprimer «localement» si U et U’ sont connexes.

*A multiplication par un scalaire non nul pres, ce qui ne change pas T & isomorphisme pres, A admet

Z) € SL(2,Z), (cz+d,az + b) est

une base (1,2) ol z € H. On notera alors Ty .y = T%.. De plus, si

az+b)7 ad —bc 1
cz+d’ ez +d?

aussi une base de A, donc T, = Taz+v (noter que Im ( 0). On peut alors
cz+d

= >
lez + d|?
trouver z dans un domaine fondamental de 'action de SL(2,Z) sur H par homographies. Un tel domaine

1 1
est par exemple D = {|z| > 1, ~3 <z| < 5}, cf [Se3]. Exercice : montrer que T est isomorphe & T si et

seulement s’il existe a € C* tel que A’ = aA. En déduire que tout Ty est isomorphe & T, pour un unique
z€ DX

5) Courbes algébriques affines. En général, elles sont définies par une équation P(x,y) = 0 dans C?, ou par
k > n — 1 équations P;(x1,---,2,) =0 dans C™ (on ne peut pas toujours arriver & k =n — 1, cf le cours de
Géométrie Algébrique). Nous regardons un exemple particulier important.

Soit P € Cl[z] [on utilise une minuscule puisque X est réservé pour les surfaces de Riemann] un polynéme
sans zéro multiple, alors Xp := {(x,y) € C* | 4> = P(z)} a une structure de surface de Riemann, chaque
point (zg,y0) € Xp étant dans le domaine de définition d’une carte de la forme

e p(z,y) = x si P'(zg) # 0 (par définition, si p(z) = > anz™, P'(x) est le polynéme Y na,z"~!, de
sorte que DP(x).h = P'(x)h),

e p(z,y) =y si P'(x0) =0 (noter qu’alors P(zg) # 0 donc yg # 0).

Exercice : montrer qu’on peut effectivement définir un tel atlas et qu’il est holomorphe. Montrer que z induit

un biholomorphisme du complémentaire d’un compact convenable sur un disque épointé A¥.

Le cas d’'un polynome de degré trois est particulierement intéressant. A normalisation prés on a P(x) =

23 + pr + q avec 4p> + 27¢% # 0 pour que P ait des racines simples. En utilisant I’inversion de l'intégrale

dx
elliptique ﬁ, on verra que X p est isomorphe & un tore T, privé d’un point. *Plus précisément, il il
x

existe une fonction holomorphe j : H — C, dite fonction modulaire, qui est invariante par I'action de SL(2, Z)

. . . az+0 . o .
agissant via les homographies ——, induisant une bijection du quotient sur C, et telle que X s 544 est
cz

+d’



p° j(2)

_ 4p3 +27¢2 1728

avoir j(z) ~ e~ 2™ quand Im z — +o0). Exercice : montrer que X, s est isomorphe & T, privé d’un point,
—14iv3

ol w = — s racine primitive cubique de I'unité.*

6) Courbes algébriques projectives. Disons quelques mots sur la version projective de ’exemple 5) en degré
trois. Le plan projectif P?(C) est le quotient (C*\ {(0,0,0)})/C*, il admet un plongement de C? : (x,y)
[(1,2,)]. I est compact et le complémentaire de C?, qui est 'ensemble des points [(0, z,y)], s’identifie &
P'(C) (droite & linfini). La courbe X = X,s,,:, a pour adhérence X = X U[(0,0,1)]} (on ajoute le point
a l'infini dans la direction verticale). Nous verrons que X est une surface de Riemann, isomorphe a T,.

isomorphe & (T, privé d’un point) si et seulement si

(le facteur 1728 est introduit pour

Un des grands théoremes du cours sera le suivant : toute surface de Riemann compacte se réalise comme
courbe algébrique projective. (Pas toujours dans P? (C), a moins d’autoriser des points doubles, mais toujours
dans P*(C)). Une variante de ce résultat est qu’une surface de Riemann compacte est essentiellement la méme
chose qu’une extension algébrique de C(z), le corps des fractions a une indéterminée. Ou plus précisément
qu’une extension de C de type fini et de degré de transcendance un.

1.3 Fonctions holomorphes, degré en un point

Une fonction holomorphe sur la surface de Riemann X est une fonction f : X — C qui est continue et
telle que f o ¢! est holomorphe sur (U) pour toute carte holomorphe ¢ de X, ou pour toute carte dans
un atlas holomorphe. L’ensemble des fonctions holomorphes sur X est un anneau (et une C-algebre) pour les
lois usuelles, on le notera O(X). Il est intégre puisqu’une fonction holomorphe non nulle a des zéros isolés.

Proposition. Soit f : X — C une fonction holomorphe non constante.

(i) Sip € X, il existe un entier d € N* et une carte holomorphe centrée ¢ en p telle que f o o~ '(z) = 24,

soit f = @. L'entier d = deg,(f) ne dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de f en p. On
Uappelle aussi multiplicité de f en p. On a deg,(f) =1 si et seulement si D f(p) # 0.

(1) Pour tout g € X \ {f(p)} assez proche de p, on a card(f~'({q}) NU) = deg,(f). En particulier, f est
ouverte.

(iii) Un point p € X tel que Df(p) = 0 ou de fagon équivalente deg,(f) > 2 est un point critique, ou point
de ramification, leur ensemble est noté Crit(f) ou R(f). Cet ensemble est discret et fermé, ou de fagon
équivalente localement fini c’est-a-dire qu’il rencontre tout compact en un ensemble fini.

Démonstration. (i) Soit ¢ une carte holomorphe centrée en p. Alors g = fop~! est une fonction holomorphe

définie au voisinage de 0 et telle que g(0) = 0. Donc soit 1) g est identiquement nulle, soit 2) il existe d € N*
tel que g(z) = 2?h(z) avec h holomorphe et h(0) # 0.

Dans le cas 1), f est localement constante en p, et dans le cas 2), f n’est constante dans aucun ouvert
contenu dans U. Soit £ I’ensemble des points vérifiant le cas 1). C’est un ouvert, et si ¢ € E, ¢ tout voisinage
de ¢ contient un ouvert ou f est égale & f(p), donc g ne vérifie pas le cas 2), donc g € E, donc E est fermé.
Par connexité, F = () ou X, et dans le second cas f est constante. Comme f n’est pas constante, E = ().

On est donc toujours dans le cas 2). La fonction holomorphe h, qui est non nulle en 0, a une racine
d-ieme holomorphe k au voisinage de 0, donc on a g(z) = G(2)?, ot G(2) = 2k(z) est holomorphe. De plus
G'(0) = k(0) # 0, donc G est localement un biholomorphisme, donc 1 = G~! 01 est une carte holomorphe
centrée en f(p). Finalement, on a f o p~1(2) = 2%, donc d a la propriété annoncée.

Pour montrer que d est unique, on observe que c’est le plus petit entier tel que (f o =)@ (0) # 0, et
que cette propriété est indépendante du choix des cartes holomorphes centrées ¢ et 1. En particulier, d =1
si et seulement si (1o f o =1)(0) # 0, soit Df(p) # 0. L’unicité résultera aussi de (ii).

d

(ii) Ces propriétés sont évidentes pour lapplication z +— 2% au voisinage de 0, donc elles sont aussi vraies

pour f.

(iii) Si p € R(f) et U est un voisinage sur lequel on a ¥ o f = ¢ on a R(f) NU = {p} puisque la dérivée
de z? est non nulle hors de 0, donc R(f) est discret. De plus, la caractérisation D f(p) = 0 montre qu’il est
fermé.

Points de ramification, points de branchement. Les points p tels que deg,(f) > 1 sont d’habitude
appelés points de ramification. Leurs image sont les points de branchement (branch points), on notera leur
ensemble B(f).



Corollaire. Si X est une surface de Riemann, une fonction holomorphe sur un ouvert U C X est une
carte holomorphe si et seulement si elle est injective. Donc la donnée de tous les anneaux O(U) détermine
la structure de surface de Riemann.

Proposition 2. Si X est compacte, toute fonction holomorphe est constante.

Démonstration. Par compacité, | f| a un maximum, donc f n’est pas ouverte, donc elle est constante.
Remarque. En revanche, si X est ouverte, O(X) n’est pas réduit aux constantes (mais nous ne montrerons
pas ce fait dans le cours). Il est méme énorme, par exemple il contient toujours O(C), Panneau des fonctions
entieres : si f € O(X) \ C, O(C) s’injecte dans O(X) via h +— ho f. On peut aussi montrer que X est une
variété de Stein, c’est a-dire admet un plongement holomorphe propre f = (f1, -, fn), fi € O(X), dans C".
La question est ouverte de savoir si on peut toujours prendre n = 2.

1.4 Applications holomorphes

Définitions. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. Une application f : X — Y est holomorphe si elle
est continue et si ¢ o f o p~! est holomorphe pour tout couple (¢,) de cartes holomorphes de X et de Y.
Il est clair qu’il suffit que ce soit vrai pour ¢ et i dans des atlas holomorphes, pas forcément maximaux.
L’application f est biholomorphe si elle est holomorphe, bijective et d’inverse holomorphe : c’est équivalent
a la définition donnée au tout début.

La structure locale d’une fonction holomorphe s’étend immédiatement au cas d’une application holo-
morphe :

Proposition. Soit f: X — Y une application holomorphe non constante entre surfaces de Riemann.

(i) Soit p € X, et soit 1 une carte holomorphe centrée en f(p). Il existe un entier d € N* et une carte
holomorphe centrée o en p, tels que 1 o f o p~1(2) = 29, soit o f = . L'entier d = deg,(f) ne
dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de f en p. On Uappelle aussi multiplicité de f en p. On a
deg,(f) =1 si et seulement si Df(p) # 0.

(1) Pour tout g € X \ {f(p)} assez proche de p, on a card(f~'({q}) NU) = deg,(f). En particulier, f est
ouverte.

(iii) L’ensemble des points de ramification

R(f)={pe X |deg,(f) 22} ={pe X | Df(p) =0}

est discret et fermé, ou de fagon équivalente localement fini. Son image B(f) est I’ensemble des points

de branchement.

Démonstration. (i) La fonction g = ¢ o f est une fonction holomorphe définie au voisinage de p, donc il
existe d € N* et une carte ¢ centrée en p telle que g = ¢? soit ¥ o f = p?.

Pour montrer que d est unique, on observe que c’est le plus petit entier tel que (1o fop™1)(D(0) # 0, et
que cette propriété est indépendante du choix des cartes centrées @ et 1. En particulier, d = 1 si et seulement
si (o fop 1) (0)+# 0, soit Df(p) # 0. L’unicité résultera aussi de (ii).

(ii) et (iii) Preuves identiques au cas des fonctions.

Corollaire. Une application holomorphe injective entre surfaces de Riemann est un biholomorphisme sur
son image.

Démonstration. En effet, la propriété (ii) implique que le degré est 1 en tout point donc f est partout
biholomorphiquement équivalente & z — z.

1.5 Fonctions méromorphes

Définition. Soit X une surface de Riemann. Une fonction méromorphe sur X est une fonction holomorphe
f définie sur X \ P ot P est un sous-ensemble localement fini, et qui a un pdle au voisinage de chaque point
de p : ceci veut dire que si ¢ est une carte holomorphe centrée en p, f o ¢! a un péle en 0. C’est alors
clairement vrai pour toute carte holomorphe centrée, avec un pole de méme ordre, appelé ordre du pole p. Si
cet ordre est k, on peut écrire f = z7Fh oul z est une carte holomorphe centrée et h est holomorphe h(p) # 0.
Donc h a localement une racine k-ieme g, et w = zg~' est une carte holomorphe centrée, telle que f = w=*.

Fonctions méromorphes vues comme applications holomorphes X — IPl((C). A une fonction
méromorphe f : X \ P — C on associe une application holomorphe f : X — PY(C) = C U {oc} en
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prolongeant f par oo sur D. Pour prouver que ]7 est holomorphe, il suffit de le faire pres de p € D. Soit
¢ : U — C une carte holomorphe centrée en p, avec U assez petit pour que U N D = {p}. Par hypothese on
a fop 1(2) = 279h(z) avec d € N*, h holomorphe sur ¢(U) \ {0}, et h(0) # 0. Quitte & diminuer U on peut
| i B % sur
©(U) : donc f est holomorphe prés de p. Donc f est holomorphe sur X. De plus, elle n’est pas constamment
égale a oc.

supposer que h ne s’annule pas. Utilisant la carte ¢., définie sur C* U {oc}, il vient ¢ o f(2) =

Réciproquement, si h: X — P! (C) est une application holomorphe qui n’est pas constamment égale &
00, P = h~*({oo}) est discret et fermé, et f = h|x\ p est holomorphe sa restriction a valeurs dans P'(C)\{0},
donc est une fonction holomorphe. De plus, si h(p) = o0, et w = % est la carte standard centrée en oo, il
existe une carte ¢ centrée en p telle que wo h = p?, soit hop 1(z) = 274 si z # 0, donc f est méromorphe.
On obtient ainsi la
Proposition. L’application f — f est une bijection entre les fonctions méromorphes sur X et les applica-
tions holomorphes de X dans P* (C) non identiquement égale a co.

Notation. Nous identifierons f: f.

Si f et g sont deux fonctions méromorphes ayant un pole au voisinage de p, alors en utilisant une carte
holomorphe centrée z en p on voit que f + g est holomorphe ou a un péle en p, et de méme pour fg. Et que
si f #0, P= f~1({0}) est discret et fermé, % est holomorphe sur X \ P, et a un pole en p si f(p) =0. On
en déduit la

Propriété. Si X est une surface de Riemann, l’ensemble des fonctions méromorphes est un corps pour
les lois usuelles. On le note M(X), on note M*(X) le groupe multiplicatif des fonctions méromorphes non
nulles.

Remarque. Nous verrons que M(X) contient toujours des fonctions non constantes, de plus :
e si X est compacte, M(X) est une extension algébrique finie quelconque de C(z)

e si X est ouverte, M(X) est le corps des fractions de O(X) (si X est un ouvert de C, c’est essentiellement
le théoreme de Mittag-Leffler).

1.6 Applications holomorphes propres

Rappel. Une application continue f : X — Y entre deux espaces topologiques est dite propre si I'image
réciproque de tout compact est compacte. Ceci implique qu’elle est fermée. Evidemment, c’est toujours le
cas si X est compact. Et si Y est compact, cela implique que X est compact.

Proposition. Soit f : X — Y wune application holomorphe non constante entre deux surfaces de Riemann,
et soit yo € Y. Soit ¢ : V= W C C une carte holomorphe centrée en y.

(i) L’image réciproque f=1({yo}) est formée d’un nombre fini de points x1,- -, xy. De plus, pour r > 0, tel
que A, CW (A, ={z€ C||z| <r}), et assez petit, il existe des cartes centrées en les x;, p; - Uy = A,
de domaines disjoints, telles que

k
et =
=1

(Vi=1,---.k) o fiy,=¢f , d; =deg,, (f).

k
(i) La somme d = Z d; = Z deg, (f) est non nulle (c’est-a-dire que f est surjective) et ne dépend

i=1 €1 ({yo})
pas de yo. On la note deg(f), c’est le degré (global) de f.

(i) On a deg(f) =1 si et seulement si f est un biholomorphisme.
(iv) L’ensemble des points de branchement B(f) = f(R(f)) C Y est localement fini.
Démonstration.

(i) Cette image réciproque est un ensemble compact et discret, donc fini. Par le théoréme de forme
normale d'une application holomorphe, il existe des cartes centrées en les x;, ¢? : U? ~ Ao, telles que

FUY) CVetpo fiu, = ¢, di = deg, (f).



k
Montrons que pour r > 0 assez petit, on a f~1(y"1(A,)) C U Uio. Si ce n’est pas le cas, il existe une
i=1
k
suite (z, € X\ (U U? telle que f(x,) — yo. L'ensemble {f(z,) | n € N} U {y} est compact, donc
i=1
reste dans un compact de X, donc quitte a extraire on peut supposer que x, converge vers x € X. On a
k

f(z) =lim f(z,) = yo, mais = ¢ U U? ce qui contredit le fait que z doit étre un des ;.
i=1
k 1
Soit r > 0 assez petit pour que A, C W, f=1(y71(A,)) C U U?. Alors r; = 7% est au plus égal a 7).

i=1
Posons U; = ¢ H(A,,) et p; = ¢?|U;. Quitte & diminuer 7, les U; sont disjoints et toutes les autres propriétés
de (i) sont vérifiées.
(ii) La surjectivité de f vient de ce que f(X) est ouvert puisque f est holomorphe non constante, et fermé
puisque f est propre. De plus, si y € »7H(A,) \ {yo} = v (A, \ {0}), P'image réciproque f~*({y}) est la
réunion disjointe des f~'({y})NU;, 1,1--- k, et f~'({y})NU; est en bijection avec (o fop; 1) ({¥(y)}) =
{z € A,, | z" =¢(y)}, donc a exactement d; points. Enfin, chacun de ces points est de degré 1, puisque la
dérivée de 2™ est non nulle hors de 0. Donc

k
o odegy =) di= Y deg,(f).
) =1

ze€f~1(y z€f~1(yo)

La somme a droite est donc localement constante en yg, et comme X est connexe elle est constante.

(iii) En effet, pour tout f~!(y) est réduit & un point x, avec deg,(f) = 1, donc f est un biholomorphisme
local bijectif, c’est-a-dire un biholomorphisme.

(iv) Si K C Y est un compact, f~1(K) est compact, donc Crit(f) N f~1(K) est fini, donc R(f) N K est fini,
cqfd.

Terminologie. Une application holomorphe propre de degré d est aussi appelée revétement (holomorphe)
ramifié a d feuillets.



Fibré tangent et formes différentielles

2.1 Fibré tangent, structure presque complexe

Rappels. Soit X une surface différentiable. Si p € X, un vecteur tangent en p est une classe d’équivalence
d’objets de la forme (p, p,v) ot ¢ : U — R? est une carte définie au voisinage de p et v € R?, avec

(p, p1,01) ~ (D, p2,v2) & v2 = D(p2 097 ") (p1(p)).v1.

On note T, X l'ensemble de ces vecteurs tangents, appelé espace tangent en p. Il est naturellement muni
d’une structure de R-espace vectoriel de dimension deux (plan réel) en posant

(*) A(p, 0, v)] + pl(p, 0, w)] = [(p, @, Av + pw)].

Le fibré tangent est la réunion disjointe TX = |J T,X. Il est muni de la projection naturelle 7 : TX — X

peX
et d’un atlas (® : 71 (U) — V x R? tel que pr; o ® = @ o7 oi1 ¢ est une carte, pry o ® : T,X — R? est
R-linéaire, et

® 0 @7 (2,0) = (20 01 1)(2), D(pz 0 01 ' (2)).0.
Si X est orientée, on se restreint aux cartes orientées et 1), X est alors un plan réel orienté.

Cas d’une surface de Riemann. Supposons maintenant que X est une surface de Riemann. On définit
alors T, X comme l'ensemble des classes d’équivalence [, v], ol cette fois ¢ est une carte holomorphe définie
au voisnage de p, v € C, avec

(P, p1,v1) ~ (P, p2,v2) & v2 = (p2 0 Wfl)/(<P1(P))-U1-

La formule (x) ou cette fois A et p sont dans C le munit naturellement d’une structure d’espace vectoriel
complexe de dimension un ou droite complexe. Le fibré tangent est défini de la méme fagon, il est muni de
la projection 7 et d'un atlas (® : 7= 1(U) — V x C tel que pr; o ® = @ o 7 ot1 ¢ est une carte holomorphe,
prgo®: T, X — R? est C-linéaire, et

Dy 007" (2,0) = (p2097)(2), (2091 1) (2))-v.

Structure presque complexe. Identifant C = R? on a une application naturelle de T,X avec cette
définition «complexe» sur T, X avec la définition «réelle», qui est clairement une bijection. La multiplication
par ¢ dans 7, X apparait alors comme une structure complexze sur le R-espace vectoriel T, X, c’est-a-dire
un élément J, € Endg(7,X) tel que Jg = —Id7,x. De plus, J;, dépend de fagon C*° de p c’est-a dire que
lapplication (p,v) — (p, Jpv) est C*°. Une telle application p — J, est appelée structure presque compleze
sur la surface différentiable X. On peut aussi la voir comme un difféomorphsime J de T'X qui préserve
chaque fibre, est linéaire et vérifie J? = —Id.

Expression dans une carte holomorphe. Soit z = z + iy une carte holomorphe, on a, dans la base
o 0

—,—)de T, X :

(81;’ 8y) ¢

“or

On en déduit
droJ=—dy, dyoJ =dx.

Proposition. (i) Si f : X — Y est une application de classe C' entre surfaces de Riemann elle est
holomorphe si et seulement si Dy f : T, X — Ty(,)Y est C-linéaire en tout point p € X.

(i) Si X est une surface de riemann, la structure presque complexe sur X détermine la structure de surface
de Riemann.

Démonstration. (i) Par définition, f est holomorphe si et seulement si 1) o f o ¢! est holomorphe au sens

usuel pour tout couple de cartes holomorphes (p, 1) sur X et Y. On sait que ceci équivaut a la C-linéairité
de D(¢po fop™), = Dipyp o Dfyo (Dy,)~! pour tout p dans le domaine de . Or Dy, et Dty (,,) sont
C-linéaires d’apres la définition des structures complexes sur T, X et T(,) X. D’oti le résultat.
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(ii) Il suffit de montrer que cela détermine les fonctions holomorphes f € O(U) ou U est un ouvert de X :
ceci résulte de (i) appliqué avec Y = C.

Remarques. 1) Le théoréme suivant est vrai mais pas évident (il est di & Gauss (1825, cf [SG] pp. 46-50)
dans le cas analytique réel, & A. Korn et L. Lichtenstein (1914-1916, références dans [SG]) dans le cas C'™°,
et admet une version mesurable due & Ahlfors et Bers, cf. [Ahlfors]) :

Théoréme. Soit X une surface différentiable munie d’une structure presque complexe. Alors c’est une
surface de Riemann. En particulier, toute surface riemannienne (=munie d’une métriqgue riemannienne]
orientée est une surface de Riemann.

Le «en particuliery» vient de ce qu'un plan réel euclidien orienté est une droite complexe : la multiplication
par ¢ est le quart de tour dans le sens positif. Concretement, ceci veut dire que toute métrique riemannienne
sur une surface admet localement des coordonnées confomes ou isothermes, dans lesquelles la métrique est
ds? = f(x,y)(dz? + dy?). Si la surface est orientée, x + iy est alors une carte holomorphe (pourvu qu’elle
soit positive, sinon on prend z — iy). Sous cette forme, le théoréme apparaitra peut-étre dans le cours de
Géométrie différentielle.

2) On peut montrer (A.M. Garsia 1961-1962, références dans [SG]) que toute surface de Riemann se réalise
comme surface lisse dans R® avec la structure riemannienne induite. En revanche, on n’obtient pas ainsi
toute surface riemannienne puisqu’une surface compact dans R® a forcément des points ol la courbure est
positive.

2.2 Formes différentielles

Rappels. Si X est une surface différentiable, on peut définir I'algebre différentielle Q*(X,R) = Q°(X,R) @
QYX,R) @ Q%(X,R) des formes différentielles de classe C>°. Rappelons qu'une k-forme différentielle est la
donnée pour tout p € X d’une forme k-linéaire o, : T, X — R, dépendant de fagon C'*° de p c’est-a-dire que
si p est une carte C*°, (p,v1,- -, vk) — ap((Tp) 1 (v1), -, (Tp) " (v)) est C*°. Pour k = 1, on peut aussi
la considérer comme une fonction C° de T'X dans R qui est linéaire sur chaque fibre 7T}, X. Les formes a
support compact seront notées (X, R).

Puisqu’on est sur une surface, k prend les valeurs 0, 1 et 2. Concrétement :
e une O-forme f € Q°(X,R) n’est autre qu'une fonction C* de X dans R

e une 1-forme o € Q'(X,R) est la donnée pour tout p € X d'une forme R-linéaire v, : T,X — R,
dépendant de fagon C* de p

e une 2-forme w € Q%(X,R) est la donnée pour tout p € X d’une forme R-bilinéaire antisymétrique
wp : T, X — R, dépendant de fagon C* de p.
Dans une carte (aussi appelée systémes de coordonnées locales) C*°, ¢ = (z,y) : U — R?, on peut écrire
a = g(z,y)dx+ h(z,y)dy, w = k(z,y)dz Ady ot g, h et k sont des fonctions C* sur p(U). Noter que le signe
de k (élément de {—1,0,1}) en tout point ne dépend pas de la carte holomorphe, on I’appelle signe de w.
On a de plus le produit extérieur A : (X, R) x QY(X,R) — Q%(X,R), et la différentielle d qui envoie
Q°(X,R) dans Q' (X, R) et Q1 (X, R) dans Q?(X,R) et vérifie dod = 0. En coordonnées locales [g(z,y) = goyp,
etc]:

(9(z,y)dx + h(z,y)dy) A (g (x,y)dz + 1/ (x,y)dy) = (9(x, y)h/ (z,y) — h(z,y)g (x,y))dz A dy
(*) of of oh g

d(f(z,y)) = %dx + a—ydy , d(g(z,y)dz + h(z,y)dy) = (% — a—y)dw A dy.

Complexification. Supposons maintenant que X est une surface de Riemann. En complexifiant, on obtient
I’algebre différentielle des formes différentielles complexes, une k-forme complexe étant la donnée pour tout
p € X d'une forme k-R-linéaire oy, : T,X — C, dépendant de facon C° de p. On obtient Q*(X,C) =
29(X,C) o QH(X,C) ® Q?%(X,C), on
e une O-forme f € Q°(X,C) n’est autre qu'une fonction C* de X dans C
e une 1-forme a € Q'(X,C) est la donnée pour tout p € X dune forme R-linéaire ap : T, X — C,
dépendant de fagon C* de p

e une 2-forme w € Q%(X,C) est la donnée pour tout p € X dune forme R-bilinéaire antisymétrique
wp : TpX — C, dépendant de fagon C'*° de p.



Les formes complexes & support compact seront notées QE,C(X ).

Dans une carte holomorphe ¢ =z =z +iy : U — C, on a @ = gdx + hdy et w = kdx A dy, ou cette fois g, h
et k sont dans C°° (U, C), et les formules () restent valables. Nous allons exprimer tout cela en remplacant

1
x et y par z et Z. On a d’abord de = Re dz = i(dz +dz), dy = Im dz = %(—dz + dz), donc la 1-forme
a = g(z,y)dx + h(z,y)dy sécrit

92 =) g(2) + ih(z)

2 2

dz =: o0 + oL

Le terme o0 est la composante C-linéaire de « et a®! est la composante anti-C-linéaire. Ils sont définis de
facon intrinseque :
1 1
ot = 5(04 +iaolJ), o = §(a —iaoJ),

ou J est la structure presque complexe, vue comme un difféomorphisme de T X, et a est considérée comme
une fonction de TX (ou TU) dans C. En particulier, si f(z) € C*(U,C) on a

i) = ?d * yfd’ = df"* +df*",

avec

of 1,0f of, of 1,0f .0f

9: —2las 1oy 5z —2las Tigy)
On notera Q19(X) et Q%(X) les espaces de formes C-linéaires et anti-C-linéaires, c’est-a-dire d’écriture
locale (dans une carte holomorphe) gdz et hdz respectivement. Une forme o € Q°(X) (resp. Q%1(X)) est
dite de type (1,0) (resp. (0,1)). On a donc une décomposition naturelle

QN(X,C) = Q"(X) e Q" (X)

en deux sous-espaces vectoriels complexes, le second étant le conjugué du premier.
En particulier, si f € Q°(X,C), on note (df)'° = df, (df)°' = df. Dans une carte holomorphe, on a

0, 01 105 05,
dz ' 0z 20z Oy
af of _1.of .of
of = D 5(%4‘ 87y)

of =

Donc f esty holomorphe si et seulement si 9f = 0.
Ensuite, dzAdz=0=dzZ ANdZ et dz NdzZ = —2idx N dy = —dz N dz, d’ou

d(g(2)dz + h(2)dZ) = dg A dz + dh A dZ = (%dz + %d}) Adz + (?dz + %cﬁ) A dZ
_ (,Oh  Og
= (5, ~ )N

2.3 Différentielles holomorphes et méromorphes

Définitions. Une différentielle holomorphe sur une surface de Riemann X est une 1-forme complexe w €
Q19(X) dont Iécriture dans toute carte holomorphe est de la forme g(z)dz ol g est une fonction holomorphe
usuelle. Il suffit que ce soit vrai pour chaque point pour une carte holomorphe ¢ = z définie au voisinage
de ce point : en effet, si 1y = w est une autre carte holomorphe on a localement le changement de cartes
z = f(w) ou f est une fonction holomorphe usuelle. Donc g(z)dz = g(f(w))f'(w)dw, ce qui est de la forme
voulue.

Proposition. Soit w € Q10(X). Alors w est holomorphe si et seulement si dw = 0.

0
Démonstration. Dans une carte holomorphe, o = f(z)dz, d’oit da = —8—£dz Adz, donc (da = 0) équivaut a
(g{ 0) soit (f holomorphe) soit (w holomorphe).
Z



On notera QY D'espace des différentielles holomorphes. Attention & ne pas le confondre avec Q!(X),
espace des (1-formes) différentielles réelles C*°.

Exemples. 1) Si f est une fonction holomorphe, df est une différentielle holomorphe.

2) La forme dz définie sur C descend sur le tore T, = C/A, on la note encore dz. Elle est clairement
holomorphe. Noter qu’elle ne s’annule jamais. Donc si w € QlTZ, on peut écrire a« = fdz avec f € O(T5).
Comme T, est compact et connexe, f est constante : le = Cdz.

dx
3) Sur X,s4ppiq C C%, w = — définit une forme holomorphe jamais nulle (exercice). On verra qu’elle

s’étend en une forme holomorphe jamais nulle quand on rajoute le point & l'infini.

Définitions. Une différentielle méromorphe sur une surface de Riemann est une différentielle holomorphe
w définie sur X \ P ou P est un sous-ensemble localement fini, telle que, si ¢ = z est une carte holomorphe
centrée en p € D, on a localement w = g(z)dz ou f a un pole en z. Il est clair qu’il suffit que ce soit vrai
pour une carte holomorphe centrée, et que l'ordre k du pdle de f ne dépend pas de la carte. On dit que w a
un pole d’ordre k en p.

Autrement dit, en tout point p € X on a U'expression locale w = f(z)dz ou f est méromorphe. Si w est
non nulle, on peut définir le degré deg,(w) = deg(f), qui est indépendant de la carte : si w est une autre
carte holomorphe centrée avec z = ¢(w), w = (f op(w))Y’'(w)dw. Comme ¢’ (w) # 0, degy(f o)) = degy(f).
En un pole, le dedré est 'opposé de ’ordre du pole. On en déduit le diviseur d’une différentielle méromorphe
non nulle : div(w) =3 deg,(f)p.

On notera MY I'espace des différentielles méromorphes.

Exemple. Si f est une fonction méromorphe non constante, la forme différentielle df sur le complémentaire
des poles donne clairement une différentielle méromorphe sur la surface tout entiere.

Remarque. Comme indiqué plus haut, nous verrons toute surface de Riemann (compacte ou non) admet
une fonction méromorphe non constante, et a fortiori une différentielle méromorphe non constante.

Exemple. Si X = P'(C) et f = 2, c’est-a-dire l'identité de P*(C), dz a un unique pole, qui est en oo et

d’ordre deux : en effet, dans la carte holomorphe centrée w = —, on a dz = ——. Donc toute différentielle

z w
méromorphe non nulle a un degré —2, et en particulier n’est jamais holomorphe. Autre preuve : toute forme
holomorphe est de la forme fdz ot f est holomorphe sur P*(C) et a un zéro au moins double en co. Comme
P'(C) est compact, f = 0.

2.4 Résidus

Définition. Soit w une différentielle méromorphe. Dans une carte holomorphe centrée z en un point p,
elle s’écrit w = g(z)dz on g est méromorphe. Le résidu de w en p est rés,(w) = a—y si Y, an2™ est le
développement en série de Laurent de g. On peut montrer algébriquement que c’est indépendant de la carte,
mais c’est assez pénible. Pour prouver cette indépendance, on considére un disque compact D de classe C!
contenu dans le domaine de définition de z et contenant p dans son intérieur, donc

1 1

a_q g(z)dz = w.

2w JL o) 270 Jop

Donc le terme de droite ne dépend pas de D. Cette indépendance résulte aussi de la formule de Stokes,

puisque dw = 0 : si § C D est un disque contenant p dans son intérieur et arbitrairement petit, on a

/ w = / w. Or si w est une autre carte holomorphe centrée et si D est assez petit, D est contenu dans
a5 aD

le domaine de définition de w. Ceci montre I'indépendance en la carte, et aussi la propriété

, 1
résy(w) = 9 aDw

pour tout disque D de classe C' contenu dans un domaine de définition d’une carte holomorphe centrée.

Remarque. Le résidu rés,(w) est toujours nul en un point ot w est holomorphe, et non nul en un péle

dz dz dz
simple. En un pole au moins double, il peut étre nul ou non nul, exemples : — et — + —.
z z z
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Propriété. On a rés,(w) =0 si et seulement si w admet une primitive méromorphe sur un voisinage de p.

Démonstration. L’expression intégrale montre que c’est une condition nécessaire. Réciproquement, si
rés,(w) = 0, dans une carte holomorphe centrée z, on a

Zn+1
w= Z anz"dz = d( Z anm).

n#—1 n#—1

Terminologie. Classiquement, les différentielles holomorphes sont dites de premiére espéce, celles qui sont
méromorphes avec résidus nuls de seconde espéce, les différentielles méromorphes de troisieme espéme espéce.

Théoréme des résidus. Siw est une différentielle méromorphe sur une surface de Riemann compacte X,
on a g rés,(w) =0 (la somme est finie puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de péles).
peEX

Démonstration. On peut supposer w non nulle. Si py,---,p, sont les poles de w, soient D; des disques Ct
n

disjoints contenant les p; dans leur intérieur. Alors la forme w est lisse sur 2 = X \ (U Int(D;)) et dw = 0,
i=1
donc par la formule de Stokes on a

Oz//g:—iéDiw:—Qwiirésp(w).

Remarque. Pour une preuve algébrique de cette formule, cf. [Sel] pp. 32-35.
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3 Formes harmoniques

3.1 Etoile de Hodge et produit scalaire sur les 1-formes réelles

Définition. Si X est une surface de Riemann, 1’étoile de Hodge * est automorphisme de Q'(X,C) défini
par s = —a o J [le signe moins sera justifié plus tard]. Dans une carte holomorphe ¢ = z = & + iy, on a

xdr = dy , xdy = —dx
xdz = dy — idrx = —idz , *dz = dy + idx = 1dz.

En effet, dans la base (2 2) de T, X, on a

ox’ Oy
0 0 0
0 0 0
—) = _—) = — —_—) = 1.
*dx(ay) dw(]ay) da( 893)

Donc sdzx = dy, d’ou1 *dy = —dz puisque *> = —Id.
Définition. Une 1-forme a € Q'(X,C) est dite cofermée si d(xa) = 0. Si a = fdx + gdy avec dy = xdx,
of 0Og

cela s’écrit — + — = 0.

dr Oy

Produit scalaire sur Q!(X). Si a, 3 sont deux 1-formes réelles sur X & support compact, on définit
(o, B) = a A8 € Q*(X).
On notera (o, a) = ||a||? (attention, ||a|| n’a pas de sens). Dans une carte holomorphe :
(gdx + hdy, g'dz + h'dy) = (gdx + hdy) A (—h'dz + ¢'dy) = (99’ + hh')dz A dy.

En particulier, ||gdz + hdy||> = (¢ + h?)dz A dy : ceci justifie le signe moins dans la définition de . Si « et
3 sont & support compact, puisque X est une surface orientée on en déduit un produit scalaire sur Q(X) :

(@) = [ [ @m = [[ anss
X X
La norme associée sera notée

oz = @)yt = ([ [ 1ial?) " = ([ [ ansa) ™

On peut étendre ces définitions a ’espace vectoriel des 1-formes de carré intégrable, c’est-a-dire telles que
/ / a A xa < C < oo pour tout compact K C X, avec C indépendant de K. Une telle forme a un support
K

qui est une réunion dénombrable de compacts (K,,) (rappelons que nous ne savons pas encore que X est
réunion dénombrable de compacts). Le produit scalaire de deux formes de carré intégrable est alors défini

comme la limite des // (a, B). Il est facile de voir que ¢a existe et ¢a ne dépend pas de (K,).
Ky

Remarques. 1) Pour linstant, nous ne définissons le produit scalaire que sur les 1-formes réelles. Bien
stir, il admet une extension hermitienne aux 1-formes complexes : (a, 5) 2 = Re( / / a A *B), mais nous
X

n’aurons besoin de cette extension qu’a la fin du cours.

2) Nous n’utiliserons (presque) pas la théorie de la mesure, en particulier I'espace L?: toutes nos fonctions
ou formes différentielles seront au moins continues.
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3.2 Laplacien et fonctions harmoniques

Définitions. Soit X une surface de Riemann. Le laplacien d'une fonction u € C?(X,R) est la 2-forme
différentielle continue
Au = d(xdf) = —d(duo J) € C°Q*(X,R).

Si Au = 0, on dit que u est harmonique.

Dans une carte holomorphe ¢ = z = x + iy, on a

0 0 0? H?
Au=d(- %dw + 8—Zdy) = (a—; + T;;)dx A dy.

Noter que le laplacien Awu est défini de facon intrinseque comme forme différentielle, alors que la fonction

u  0%u . . . .

) + Evl dépend du choix de la carte holomorphe. Si X est un ouvert de C, on retrouve bien la définition
€T Y

habituelle des fonctions harmoniques. Les propriétés classiques des fonctions harmoniques sur les ouverts de

C s’étendent aisément :

Propriétés. Soit X une surface de Riemann.

(i) Soit u € C*(X,R). Alors u est harmonique si et seulement si u est localement la partie réelle d'une
fonction holomorphe, unique a une constante preés.

(ii) Soit u : X — R harmonique, alors elle vérifie le principe du maximum : si elle a un extrémum local
en un point, elle est constante. En particulier, toute fonction harmonique sur une surface de Riemann
compacte est constante.

(iii) Les fonctions harmoniques sont invariantes par les applications holomorphes : si u harmonique sur X
et f:Y — X est holomorphe, uo f est harmonique surY .

(iv) SiU C X est un ouvert connexe d’adhérence compacte, avec Fr(U) # (0, et siuy etug sont deux fonctions
continues sur U qui coincident sur Fr(U) et sont harmoniques dans U, alors uy = ug. Ceci s’applique
en particulier au cas ot U = Int(K) ou K est un domaine conneze a bord C'.

Démonstration. (i) et (ii) sont des énoncés locaux connues pour des fonctions sur des ouverts de C, donc ils
passent a une surface de Riemann en utilisant une carte holomorphe.
(iii) Ceci résulte de la caractérisation (i).

(iv) Par symétrie il suffit de prouver u; — ug < 0. Puisque U est compact la fonction u; —us a un maximum
en un point p. Si p € U, u; — uy est constante sur U donc sur Fr(U), donc est nulle. Si p € Fr(U), on a
up — ug < (ug — ug)(p) = 0, cqfd.

3.3 Fonctions harmoniques et différentielles holomorphes

Une fonction harmonique u : X — R sur une surface de Riemann est localement la partie réelle d’une

N

fonction holomorphe f = u + v, celle-ci étant définie a une constante pres. Noter que, dans une carte
holomorphe z = x + iy, les équations de Cauchy-Riemann donnent

ov ov ou ou
dv = a—xd;v + 8—ydy = —8—ydm + %dy = *du.

Définition. Une forme harmonique [de degré un] sur une surface de Riemann X est une 1-forme fermée qui
est localement la différentielle d'une fonction harmonique. On note H! (X, R) I'espace des formes harmoniques
sur X.
Proposition. Soit a € Q' (X,R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) a est harmonique

(ii) v est fermée et cofermée : da = d(*a) =0

(iti) o + ixa est holomorphe.

De plus, Uapplication o — o + ixa est un isomorphisme entre les R-espaces vectoriels H(X,R) et Q,
d’inverse w — Re(w).

13



Démonstration. Le résultat est local, donc on peut supposer X = A et a = fdx+gdy. Alors sa = —gdx+ fdy
et o+ ixa = (f +ig)d(x +iy), donc

_ (99 _9f _ (9 9
da = (ax ay)d:z:/\dy, d(x) = (837 + 8y)dm/\dy.

Donc (ii) équivaut aux équations de Cauchy-Riemann pour f+ig, donc a (iii). Cela implique alors (f+ig)dz =

0 0
dh avec h holomorphe, donc o = d(Re(h)) est harmonique, d’ou (i). Et si (i) est vrai, o = du = a—de—i— adey,
avec u harmonique. Donc
d(xa) = d(—@dx + @d )= (@ + @)daz ANdy =0
N Oy oz Y T \gg2 Oy? y="u

Comme d(du) = 0, (ii) est vrai. Donc (i) et (ii) sont équivalents
Ensuite, si (i)-(ii) sont vrais, w := a + ixa = h(z)dz est une différentielle holomorphe, donc (iii) est
vrai. Réciproquement, si w = h(z)dz est une différentielle holomorphe, elle a une primitive holomorphe

K = [ hQdc o k) =
0

harmonique.

anp
z
n+1

"si h(z) = Y07 anz", et a = Re(w) = d(Re(k)) est une forme

Donc l'application R-linéaire o € H'(X,R) — a + ix«a est & valeurs dans Q%. Elle est clairement
injective, et si w € Q% est donnée, alors o = Re(w) est dans H!(X,R) et w — (o + i*a) est une forme
holomorphe de partie réelle nulle, donc nulle.

3.4 Intégrale et principe de Dirichlet C?

Définitions. Soit u : K — R une fonction de classe C! sur un domaine (compact ou non) dans une surface
de Riemann. Lintégrale de Dirichlet est

Die () = |[dul B g z//K||du||2://Kdu/\*due 0, +oc].

Nous noterons Cf,_ . (K) Despace des fonctions C' sur un domaine K C X telles que D(X) < oo. Si
u,w € Cp_ . (K), on peut définir

Diclu,0) = (s dw) 2y = [ [ (o),

On a alors la propriété
Dk (u+w) = D (u) + 2D (u, w) + D (w).

Proposition (principe de Dirichlet C?). On suppose que K C X est un domaine compact & bord C?, avec
0K non vide. Siu € C?*(K,R), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est harmonique sur K.

(i) w minimise Dy sur C(K,R) := {v e C'(K,R) | vjgx = u}.
(iii) Pour tout w € C}(K), on a D (u,w) = 0.
Démonstration. (i) < (iii) Siw € C(K,R), on a

Dl (u,w) = //K(du,dw) = //K dw A xdu = //K d(w * du) — wd(*du)

= / w x du — // wAu par Stokes et le fait que dxdu = Au
oK K

:—// wAu car w = 0 sur 0K.
K

Ceci est nul pour tout w si et seulement si Au = 0, cqfd.
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(ii) & (iii) Puisque CH(K,R) = f 4 C§(K,R), (ii) équivaut & : pour tout w € C§(K,R), la fonction
t — D (u+ tw) = D (u) + 2tD (u, w) + t*D (w) a un minimum en 0. Puisque Dx (w) > 0, ceci équivaut
a (iid).

Remarque. L’équivalence entre (ii) et (iii) reste vraie avec la méme preuve si K et u sont seulement
supposés de classe C*. L’'implication de (i) sur (iii) donc sur (ii) reste aussi valable. En effet, supposons que
u est harmonique sur Int(K), soit (K,,) une suite croissante de domaines lisses compacts dans Int(K) dont
la réunion est Int(K), le bord de K,, convergeant C* vers celui de K. Alors

D (u, w) ://Kd(w *du) :lirrln//K d(w *du) :li}ln/K w*du—//K wAu

= lim// w xdu = 0 puisque IK,, — K et w|0K = 0.
n K"

On verra qu'’il en est de méme pour l'implication de (ii)-(iii) sur (i).

3.5 Formule de Poisson

Soit u une fonction réelle continue sur le disque fermé A C C et harmonique dans I'intérieur. Nous allons
exprimer u(z) pour z € A a partir des valeurs de la restriction ujpa. Pour cela on part de la formule de la

moyenne
T de d
u(0) =/0 u(e”’)f27r =/3A u(C)%EC

[nous I’écrivons ainsi pour qu’on voie clairement que si u = 1 ¢a donne 1, et aussi que d—c.c est une forme

27
réelle sur TOA.] On utilise 'automorphisme biholomorphe du disque, ¢, ({) = ﬁ;( qui envoie 0 sur z et est

holomorphe au voisinage du disque fermé. Par invariance holomorphe des fonctions harmoniques, on a

(o) = (o) = [ ule ¢

1|22

m dC s donc

Posant ¢ = ¢, ((’), soit ¢’ = ¢_,(¢), il vient d¢’ =

_ [ . 1|2 1-2¢ d¢ _ " -z d¢
“(z>‘/aA = i /zm T =002 2

. Lo de
= /SA u(()IC L Eonic puisque ¢¢ = 1.

En termes réels (pour la différentielle) :

B Zwuew 1—|z* df
u(z)—/o )

et — 2|2 o

Cette derniere formule est la formule de Poisson en dimension 2. On a aussi

C+z d¢
— Re( ).
uz) =Re( | w2
En effet, puisque u(() est réel et que % = % est une forme réelle sur A, il suffit de calculer

S 2 ¢—z o —2

C+z 1/C+z C(+z\ 12((—222 1—|z|?
Reg—zii((—erZ—z) 2

3.6 Extension harmonique

Définition. Soit X une surface de Riemann. Un disque conforme sur X est un domaine compact D C X
tel qu’il existe une carte holomorphe 'envoyant sur le disque fermé A. Clairement, tout point de X est dans
I'intérieur d’un tel disque conforme.
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Théoréeme. Soit D C X un disque conforme dans une surface de Riemann. Siu : 9D — R est une fonction
continue, il existe une unique fonction u® continue de D dans R, telle que uP|0D = u et uP est harmonique
sur Int(D). On appelle uP 1'extension harmonique de u ¢ D.

Démonstration. Nous avons déja prouvé l'unicité comme conséquence du principe du maximum. Reste a
montrer I'existence. Par invariance holomorphe, on se ramene au cas ou X = C et D = A. On définit alors
u® sur A par la formule de Poisson :

- o 1= z? df C+z d¢
A _ LA N lad B
W6 = [ e gy =Re( | w0 )

Dans la seconde forme, la fonction entre parenthéses est holomorphe en z comme intégrale d’une fonction

holomorphe en z, donc u® est harmonique sur A. Il reste & montrer que quand z tend vers ¢ € OA, u (z)
27 2
) 1—|z|° df
tend vers u(e?°). La formule de Poisson appliquée & la fonction 1 montre qu’on a / |i9|||22 =1,
o e —z|?2m

donc 2 | |2
- o ™ i 0 z|* df
56 =) = [ ) — e g

Soit € €]0, 7[. Découpons [0, 27r] en les deux arcs A; = {6 | mingez |0 — 9072k7r| <e}et Ay = [0,27]\Int(Ay).

Notons my(g) = maxgea, [u(e) — u(e®)| et ma(z,€) = mingea, e — 2|. 11 vient
2 2
DN a(ei00Y] < 0y (b0 |z|* do // 29 —u(l 1—|z* 40
) e < [ [ e w2 [ )l g
[lulloo (1 = |2]°)
< 22—
< mafe) + ma(z,€)?

Quand z tend vers €%, my(z,¢) tend vers |1 — €| > 0, donc le second terme tend vers 0, donc |u?(z) —
u(e)| < my(e) + ¢ si |z — e'%| est assez petit. Puisque u est continue, m; () tend vers 0 avec ¢, ce qui
acheve la preuve.

Autre expression de ’extension harmonique. Soit u € C°(9A,R). On la développe en série de Fourier

o0 o0
u(z) = co + 2Re Z cne™ = ag + Z(an cosnf + by, sinnh),
n=1

n=1

les convergences ayant lieu dans L? et en moyenne de Cesaro dans C°. Alors la fonction

oo oo
U(z) = co + 2Re Z cnz" = ag + Z ™ (ay, cosnb + by sinnd) (z = re')

n=1 n=1

est holomorphe dans A : la série entiere converge puisque (c,) est bornée. De plus, par le théoréme de
sommabilité d’Abel cf. [Zy] pp. 96-97), U(z) — u(e’®) quand z tend vers e?) en restant dans A. Donc
U=u".
L¢P — Iz | \
3 |-

1 Hyl\2 —|l=[?
wp-1 |y —=(|
S5(0,1) de rayon 1 dans R™. C’est une fonction définie et lisse sur R” x R" \ Agn», harmonique en = donc

en y par antisymétrie. De plus, P, > 0 et / P, (z,y)do,—1(y) = 1 pour tout z € R" \ S(0,1). Enfin,

*Remarque. On appelle la fonction Pa(z,() = le noyau de Poisson en dimension 2. Sa

généralisation en dimension n > 2 est P,(z,y) = , ol wy,_1 est le volume de la sphere

5(0,1)
P,(z,y) = 0si ||z]| = |ly||, donc P(z,y) — 0 uniformément si ||z|| < [ly|]| = 1, ||z|]] — 1 et ||z — y|| est
minoré. On en déduit comme ci-dessus que si u € S(0,1), U(z) = w(y) Pp(z,y)do,—1(y) est 'extension

s

harmonique de u.*
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4 Construction d’une fonction harmonique non constante

Remarque. L’analyse dans ce chapitre est exagérément compliquée. En fait, on n’a pas besoin
du principe de Dirichlet C'. On peut supprimer toute la section 4.1, sauf la proposition 1 et le
corollaire final, et ne prouver celui-ci que pour u de classe C? : c’est presque immédiat, car son
extension harmonique est C'. Il suffit ensuite de remplacer partout C'' par C2, en notant qu’une
suite minimisante dans C2(X) est aussi minimisante dans C}(X) par densité des fonctions C?
dans les fonctions C').

4.1 Principe de Dirichlet C!

La proposition suivante dit que I’extension harmonique minimise ’énergie de Dirichlet parmi toutes les
extensions continues qui sont C' dans I'intérieur.

Proposition 1. Soit u € C°(9A,R), et soit E(u) = {U € C°(A)NC*A) | Ujga =u}. SiU € E(u), on a

DA(U) > Da(uP). Si Da(ul) < 00, on a égalité si et seulement si U = u>.

oo
Démonstration. Soit ag + Z (@, cosnf + b, sinnf) la série de Fourier de u, de sorte que u®(re?) = ag +

Z " (ay, cosnd + by, sinnf). Soit U € E(u), on peut écrire U(re'?) = ¢y + Z fn(r) cosnd + g, (r) sinnh),
n=1

avec f, g continues sur [0, 1], C1 sur [0, 1], et fn(1) +ig,(1) = 2¢, = a, —|—zbn. Donc

:/Olrdr/:ﬂ ((g—g)zw (‘Zg) )do
:7"/01 (Tf:(f (r)* + g (r 1Zn2fn )2+ n?r g, (r)?)dr
= Wi/ (rfh (1) +n?r i (r)? 4+ rgl, (r)?) —|—n2gn(r)2)dr.

n=1"0

En particulier,
o oo 1 )
ZWZ/ 202?11 (a2 + b2)d Z n(a? +b2).
n=1"0 n=1

Par Cauchy-Schwarz, on a
[t s e = [ o gl £ =m0 ~ £u0)) =
0 0

n
avec égalité si et seulement si rf/ (r)? = r~In?f,(r)?, soit (log f)’ = +—, soit (puisque f est continue sur
r
1
[0,1] et C* hors de 1) f,, = a,r™. De méme, / (rgl,(r)2 +r~tn2g,(r)%)dr > nb?, avec égalité si et seulement
0

si gn(r) = bpr™. Donc Da(U) > Da(ud).
De plus, si Da (u AY est fini, Da(U) = Da(u) si et seulement si fn, = anr™ et gn(r) = byr™ pour tout
n € N*, soit U = u®, cqfd.

sin n@ . . . .
*Remarques. 1) La fonction u( E est continue sur JA, mais son extension harmonique a

n\/logn

pour intégrale de Dirichlet 7 Z T = Z
ogn

nlogn
n>2 >2

sur A, C' sur A, prolongeant u et d’intégrale de Dirichlet finie. Un tel exemple montre que le principe de
Dirichlet ne permet pas toujours de trouver I’extension harmonique.

= +00. Donc il n’existe aucune fonction U continue

2) Tl se peut que u soit C ! sans que son extension harmonique soit C'' ni méme Lipschitz, exemple u(e’) =
Re((1—e?)log(1 —€*)) (détermination principale du logarithme sur 14 A)). Son extension harmonique est
U(z) = Re((1 — #z) log(1 — 2)), qui n’est pas localement Lipschitz en 1.*
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Proposition 2. Soit u une fonction de classe C' sur un voisinage U de A C C. Il existe une famille de
fonctions (ue)o<e<1 qui sont de classe C sur U, coincident avec u hors de A, sont harmoniques sur Aq_.,
et vérifient

gl_r% Da(us) = DA((U\aA)K)~

Démonstration. Soit p. € C(C,[0,1]) qui vaut 1 sur Aj_., 0 hors de A, et telle que ||dpe||co < g :on

2| —14¢

peut prendre p.(z) = p( ), ot p € C*(R,[0,1]) vaut 1 sur R_ et 0 sur [1,+oo[.

Soit z € U, on pose w(z) = u(z) — u?(z) : c’est une fonction continue sur A, C' sur A, nulle sur 9A,
telle que Da(w) < 400, et & support dans A, = A\ Aj_.. Ensuite, on définit

u(z) si|z| > 1
u(2) = { (ujpa)®(2) + p=(2)w(z) si 1 —e < |2 < 1
(u|3A) (z) sifz| <1—e.

Par construction, u. est C' et u. = u hors de A. De plus, si z = re?? € A., on a

, L ow Loow, 002
10y12 _ 19 _ 0 < i6
lw(re™)| : 8tt dt‘ (1 r/ ’8 (te )‘ dt 5/15 8t(t6 )‘ dt.
Donc, notant do = dxdy = rdrdf ’élément d’aire sur C :
1 27 ) 27 1 ) 2
// |w|2d0:/ TdT‘/ lw(re'®)|?dd SE/ d9.8/ a—w(tezg)‘ dt
Ae l1—¢ 0 0 l1-e¢
2
€
||dwl]?
Ac
= o(?) puisque / ||wl]? < +o0.
A
Puis, par Cauchy-Schwarz :
// |w|da§(// do% // |w|da%
As
= 0(c2).0(e) = )
// |dw||do < // do) ( // dwl[?)?
= O( 52
On en déduit
/o |da<// el el + el o
“1).0(e%) + O(e7) = O(e?)
/| o < // (ldpe|P-ul?dor + 7w o)
“%).0(*) + o(1) = o(1).
D’ot finalement
D) = Pal(oa)) = [ [ () + dlpew)|* = a1

/ / (o) d(pew)) + [[dpw)] )

).0(e2) + o(1) = o(1).
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Ceci achéve la preuve.

Théoréme (principe de Dirichlet C'). (i) Si D C X est un disque conforme dans une surface de
Riemann, et si u € C*(OD,R), son extension harmonique vérifie

DpwP)= inf D < o0.
Pl = il PP <

(ii) Si K C X est un domaine compact a bord C* et uw € C*(K,R) :

(1) u harmonique sur Int(K) < (2) u minimise Dy, sur C}(K)
& (3) (Vw € CY(K)) Dy (u,w) =0
& (4) (Vw € CHInt(K)) Dy (u,w) = 0.

Preuve du théoréme. Il suffit de le prouver pour D = A C C. Puisque u est de classe C! sur A,
Da(u) < 0o. Ceci résulte immédiatement de la Proposition 1.

(ii) Par la remarque a la fin de 3.4, les propriétés (2) et (3) sont équivalentes, et impliquées par (1). De plus,
(3) implique évidemment (4), et (4) implique (3) car C}(Int(K)) est dense dans C*(K) pour la semi-norme
Dy (u)2.

Il reste & montrer que si v minimise Dy sur CL(K,R), u est harmonique sur Int(K). Si ce n’est pas le
cas, il existe un disque conforme lisse D C Int(K) tel que w n’est pas harmonique sur Int(D). Comme u est
de classe C!, I'extension harmonique (u|pp)? vérifie Dp((ujpp)?) < Dp(u). Grace & la Proposition 2, on
peut trouver une fonction v € C1(K) qui coincide avec u hors de D, et telle que Dp(v) est arbitrairement
proche de Dk ((ujpp)?). Donc Dp(v) < Dp(u), d'ott Dk (v) < Dk (u), contredisant 'hypothese.

Corollaire. i u est une fonction de classe C* définie sur un voisinage ouvert U d’un disque conforme D,
pour tout disque conforme D' C Int(D) il existe u € CY(U) qui coincide avec u hors de D, est harmonique
sur Int(D') et vérifie D(u) < D(u).

Démonstration. On peut se ramener au cas ou U € C, D = A. On a DA((u|3A)Z < D(u). Si u est

harmonique sur Int(D), on pose % = u. Sinon, on a Da ((uga)>) < Da(u), et 'on pose & = u. sur A, ot €
est assez petit pour que Ay_. D D’ et Da(uc) < Da(u).

4.2 Controle des fonctions harmoniques par 1’intégrale de Dirichlet

Proposition. Soit u : A — R une fonction continue qui est harmonique sur A. Il existe une suite de
constantes positives (Cy,)nen+ indépendantes de u telles que

Cn
(n N r €01])  ID"upa, e < — S0 Da(u)'/2
" (1—r)ntz

[eS)
m=1

Démonstration. Par hypothese, u(z) = ¢ + 2Re
si|z|=ret|hi], -, |hn] <1,0na

emz™, avec Da(u) = 4wy °_ m|cy,|* < oo. Donc,

|D™u(z).(hy,- -, hp)| = ’2Re( i m(m —1).---(m—n+1)c,z™ ™.hy - ..hn)

2

W=

Puisque la dérivée 2n-ieme de 1_17,2 vaut a f ’;j)(;)b“ ou f, est continue sur A, ceci donne la majoration

annonceée.



Corollaire. Soit D C X un disque conforme dans une surface de Riemann, contenant un point p dans son
intérieur et (uy) une suite de fonctions continues sur D et harmoniques sur Int(D) telles que Dy (py(un —
Um) — 0. De fagon équivalente, (d(u, —ug)) est de Cauchy dans L*(Int(D)). Alors la suite (du,) converge
vers une forme harmonique exacte du sur Int(D) pour la topologie C*°, uniformément sur tout compact.

Démonstration. 11 suffit de le prouver pour D = A, p = 0, et de prouver la convergence C'*° uniforme sur
A,. Quitte & remplacer u,, par u, —u,(0), on peut supposer u, (0) = 0. D’aprés la proposition, si m € N* est
fixé, la suite (D™ (uy,)) converge uniformément sur A,.. Comme u,(0) = 0 et que A, est compact et convexe,
la suite (u,) converge C°° uniformément sur A,.. Sa limite u, qui est définie sur A, est harmonique puisque
la convergence est C? (& vrai dire, une convergence C° suffirait & cause de la formule de la moyenne). Donc
la suite (du,) converge C*° uniformément sur tout compact de A vers la forme harmonique exacte du.

4.3 Singularité inessentielle d’une fonction harmonique

Proposition. Soit u : A — R une fonction continue qui est harmonique sur A*. Alors u est harmonique
sur A.

Démonstration. Soit U(w) = u(e™), définie sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | Im(z) > 0}. Alors
U est harmonique, donc dU + i *dU est une différentielle holomorphe, donc comme H est convexe c’est la
différentielle d’une fonction holomorphe H telle que H(w + 27) — H(w) est imaginaire, donc égal & une

constante iC. Donc H(w) — iQQw = h(e™) ol h est holomorphe sur A*. Prenant la partie réelle, 2£Im(w)
™ 7r

ne dépend que de ¢, donc C' = 0. De plus, Re(h) = u est continue en 0, donc h s’étend holomorphiquement
en 0. Donc u = Re(h) est harmonique sur A.
* Remarque. On peut donner une autre preuve, valable en toute dimension, en montrant que / / uApdrdy =

A
0 pour toute fonction test p € C°(A,R), cf. par exemple [Evans] ou le cours d’EDP 2009-2010.*

4.4 Intégrale de Dirichlet renormalisée

Soit p € X un point d’une surface de Riemann. Nous allons construire un potentiel dipolaire en p, c’est-
a-dire une fonction u harmonique réelle sur X \ {p}, telle que, pour une carte holomorphe z centrée en p,

1
u — Re(—) s’étend contintiment en p. Cette extension est alors harmonique par la section précédente.
z

Pour construire u, nous introduisons une version «renormalisée» de 'intégrale de Dirichlet. Pour cela,
nous fixons une carte holomorphe centrée z définie sur U, dont I'image contient le disque fermé A. Donc

_ 1
Dy = z71(A) est un disque conforme contenant p dans son intérieur. On pose ® = Re(— + z) : c’est une
z
1
fonction harmonique sur U\ {p}, qui differe de Re— par une fonction lisse, et le choix de cette fonction assure
z

1
que sur 0Dy on a Im(— + z) = Im(Z + z) = 0. Ceci implique la
z

Propriété. La forme %d® s’annule sur le fibré tangent TODy. Donc f*xd® = 0 pour toute fonction f
oD
continue sur 0Dy. ’
Soit Cg(X) I'ensemble des fonctions u € C*(X \ {p},R) telle que ujy\ (3 — ® s’étend en une fonction

1
de classe C! sur U, et telle que Dp,(u — ®) < +oo. Cet espace est non vide car il contient u = p.Re(-),
z

ol p € C*°(X,R) vaut 1 pres de p et 0 hors de Dy. De plus, c’est un espace affine dirigé par Cp,_ (X, R).
L’intégrale de Dirichlet renormalisée est la fonction Dg définie sur C(X) par

Do (u) := Dx\p,(u) + Dp,(u — ).

On pose

d(®) = inf Dg(u) € [0, +00].
(®) = ini  Dafu) € [0, o0

4.5 Enoncé du théoréeme d’existence d’un potentiel dipolaire
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Théoréme. (i) Il existe une fonction u € Cy(X) telle que Dy (u) = d(®), c’est-a-dire qui minimise Dy sur
CL(X), et cette fonction est unique a une constante pres.

(1) La fonction u est harmonique sur X \ {p}, donc est un potentiel dipolaire en p.
(iit) Siw € Ch_ (X, R) s’annule prés de p, D'y (u,w) = 0.

Ce théoreme sera le point de départ de la preuve du théoreme d’uniformisation au chapitre 6, qui suit
de pres [We], chapitres 12, 13 et 20 (cf. aussi [Si], pp. 154-178). La section 4.6 prouvera (ii) et (iii), et la
section 4.7 prouvera (i), achevant la preuve du théoréme.

. 1 x N .
Remarques. 1) Au voisinage de p, on aura u = Re— = PR quitte a changer de carte holomorphe centrée,
z 124y

donc u est le potentiel d’un dipole électrostatique de source p sur X. Pour Iinterprétation électrique des
fonctions harmoniques et des différentielles méromorphes, ainsi que la preuve physique de leur existence, voir
le livre [KI].
1
2) Si v est une autre fonction harmonique telle que Re— est continue, v — u est harmonique sur X. Donc si
z
X est compacte, u est unique & une constante additive pres.

3) La plupart des références classiques sur les surfaces de Riemann construisent plutét une fonction de
Green, c’est-a-dire une fonction harmonique sur X \ {p} telle que u + log |z| s’étend contintiment en p [donc
de fagcon C*°], et u > 0 sur X \ {p}. Une telle fonction n’existe pas toujours, par exemple si X = C ou X est
compacte [dans ce deuxieme cas, méme sans la restriction u > 0], et la preuve du théoréme d’uniformisation
est différente suivant qu’elle existe ou non.

4.6 Preuve de ’harmonicité et de la propriété d’orthogonalité des miminimiseurs

Proposition. Soient uj,us € C3(X), qui coincident hors d’un domaine compact K C X.
(i) St K C X\ Dy, Do(u1) — Do (uz) = Di(u1) — Dx (ua).
(ii) Si K C U, Dg(u1) — Do (us) = Dic(uy — ®) — Dic (ug — ).
Démonstration. (i) En effet, Dy (u;) = Dx\(kupy)(wi) + D (ui) + Dp, (u; — @), et les termes extrémes ont
la méme valeur pour ¢ = 1, 2.

(ii) Quitte & augmenter K, on peut supposer que K est a bord lisse et que dK et 0Dy sont transverses.
K \ Int(Dy) est alors un domaine & bord C! par morceaux, le bord étant formé de v C 9K et de v9 C dDy.
On a

Dy (u;) = Dx\k (ui) + Dg\int(Do) (Ui) + Drnp, (Ui — @),

et le premier terme a la méme valeur pour i = 1,2. Donc il faut montrer D g\ 1ne(py) (41) — Dx\it(Do) (U2) =
Dg\tnt(Do) (U1 — @) — Dg\int (Do) (u2 — @). La différence vaut

2D\ tnt(Dy) (U1 — U2, @) = 2// d(uy — ug) A *d®
K\Int(Do)

=2<L(u1—u2)*d@+L0(u1—ug)*c@).

Le premier terme est nul puisque u; = us sur 9K, et le second aussi puisque *d® s’annule sur T'0Dy.

Preuve de ’harmonicité d’un minimiseur de Dg. Soit € X \ {p}. Distinguons deux cas.

1) Si z € Dy, il existe un disque conforme D C X \ Dgy contenant x dans son intérieur. Si u n’est pas
harmonique sur Int(D), par le principe de Dirichlet on a Dp(u) > D((ujpp)”). Par la Proposition 2 de la
section 4.2, on peut trouver une fonction v € C1(X \ {p}) qui vaut u hors de D et vérifie Dp(v) < Dp(u).
D’apres le (i) de la proposition,

Dg(v) — Do(u) = Dp(v) — Dp(u) <0,

ce qui contredit la minimalité de u. Donc u est harmonique sur Int(D).

2) Si x ¢ Dy, il existe un disque conforme D C U \ {p} contenant x dans son intérieur. Si u n’est
pas harmonique sur Int(D), u — ® n’est pas harmonique sur Int(D), donc par le principe de Dirichlet on a
Dp(u—®) > D((u—®)P). Comme en 1), on peut trouver une fonction v € C*(U) qui vaut u — @ sur U \ D
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et vérifie Dp(v) < Dp(u — ®). Posant ¥ = v + ® sur D et u hors de D, Donc v € CL(X) donc, d’apres le
(ii) de la proposition 1,

'D@(ﬁ) - D@(u) = DD(U) — DD(U — (I’) <0,
ce qui contredit la minimalité de u. Donc u est harmonique sur Int(D).

Preuve de la propriété D (u,w) = 0. Pour tout t € R, u+tw est dans C}(X), donc Dy (u) < Do (u+tw).

Or
Dy (u + tw) = Dx\ p, (v + tw) + Dp, ((u — @) + tw)

= Do (u) + 2t(Dx\ p, (v, w) + Dp, (u — @, w)) + t*Dx (w).

Donc DYy, p, (u, w) + Dp, (u— ®,w) = 0. Comme w s’annule pres de p, la forme w * du est bien définie et de
classe C*. Puisque d(*d(u — ®)) = A(u — ®) =0, on a d(w * d(u — ®)) = dw A *d(u — ®), donc

’Do(u—@,w):D’Do(w,u—tb)://Dodw/\*d(u—tb):/aDow*d(u—CI))

= / w xdu puisque *d®|TODy =0 (cf.4.4)
ODg

= // dw A xdu = D, (u, w).
Do
Donc 0 = D’X\DO (u,w) + Dy, (u — ,w) = D'y (u, w), cqfd.

4.7 Preuve de l’existence d’un minimiseur

Soit (u, € C4(X)) une suite minimisante, c’est-a-dire que Dy(u,,) — d(P). Nous allons montrer qu’il
existe u harmonique sur X \ {p} telle que D(u,, —u) — 0, c’est-a-dire du,, —du converge vers 0 dans L2Q*(X).
Puis nous montrerons que u est le minimiseur cherché. Ceci prouvera en particulier que du est unique, donc
u est unique & une constante pres.

Nous donnons la preuve en quatre étapes.

1) Propriété de suite de Cauchy L2. Sin,m — +00, Dx(u, — un) tend vers 0. Autrement dit, (du,, —
dug) est une suite de Cauchy dans L*Q(X). Donc (duy,) est une suite de Cauchy dans L*Q*(E) pour tout
domaine fermé E C X \ {p}.

Démonstration. Comme pour le théoreme de projection sur un convexe dans un Hilbert, ceci résulte de la
formule «du parallélogramme », valable pour u,v € C'(X), d’intégrale de Dirichlet finie sur un domaine E :

uU—v u—+v _1

Dg( 5 )+ Dg( 5 ) 5

(Dg(u) + Dk (v)).

Appliquant ceci & wy,, Uy, sur X \ Dg et & u, — P, u,, — P sur Dy, et faisant la somme, il vient

Up, — U,
_ D
5 )+ Da(

Uy, + Um,

Dx( 5

1
) = §(D<I>(Un) + Do (um)),
autrement dit :
Up, + um>
)
Or Do (uy) et Do (up,) tendent vers d, et D (“attm) > d puisque “attm € CF(X). Donc le terme de droite
tend vers 0, cqfd.

2) Convergence dans L?>QY(X \ Dy). La suite (du,) converge dans L*Q(X \ Dy) vers une forme har-
monique exacte du.

Dx(un — Um) = 2<Dq>(’u,n) + Dq;(’um» — 4Dq><

Démonstration. Soit ¢ un point de X \ Dg. Il est contenu dans I'intérieur d’un disque conforme lisse D C
X \ Dg. Soit (D) une suite de disques conformes telle que D,, C Int(Dy41) et U, ey Dn = Int(D). En
utilisant le corollaire de la fin de la section 4.1, on peut trouver @, € Cs(X) qui vérifie

U, = u, hors de D

Uy, est harmonique sur Int(D,,).
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La Proposition de la section précédente, partie (i), donne
D@(an) — D@(un) = DD(ﬂn) — DD(un) S 0.

Donc (,) est encore une suite minimisante pour Dg, donc d(t,, — u,,) tend vers 0 dans L?(X), et a fortiori
dans L%(D). Puisque (du,) est une suite de Cauchy dans L?(D), il en est de méme de dii,.

Puisque @, est harmonique sur D,, qui grossit jusqu’a recouvrir Int(D), le corollaire 4.2 dit que du,, tend
vers une forme harmonique exacte a” sur Int(D) pour la topologie C'°°, uniformément sur tout compact.
Donc du,, tend vers o dans L? (Int(D)), et il en est de méme de du,. Ceci prouve que a” au voisinage
de ¢ ne dépend pas du choix de D. Si l’on fait cela pour tous les points de X \ Dy, les différentes formes o”
se recollent pour donner une forme harmonique a sur X \ Dy, et la suite (du,) converge dans L? (X \ Do)
vers la forme harmonique a. Comme (du,, — du,,) tend vers 0 dans L?Q(X), la convergence de (du,,) vers

a est en fait dans L2QY(X \ Dy).

Reste & montrer que la forme « est exacte [on peut montrer plus généralement que toute forme de classe
C! qui est limite dans LZQO . de formes exactes est exacte : ici la preuve est plus simple car on sait déja que o
est fermée].

Il suffit de prouver que si v : S* — X\ Dy est un lacet C' plongé, on a /a = 0 : a priori, il
¥
faut le savoir pour tout lacet C' par morceaux, mais par approximation on se ramene au cas oi1 7y est C,

immergé et a points doubles ordinaires ; alors /

N
a= Z / a; ol les 7; sont C! par morceaux et plongés,
8l i=1 i
et I'on peut approximer les 7; par des plongements C?. Epaississons v en un plongement d’un anneau

[:8'%[0,1] — X\ Dy, et munissons I'image A des coordonnées (6, 7). La forme (du,|A) A dr converge vers

(a]A) A dr dans L?(A) donc dans L'(A). Comme // du, ANdr =0, on a // a Adr = 0. Puisque da = 0,
A

A
/ :/apourtoutr,donc//a/\dr:/a:().
n(stx{r}) ¥ A v

3) Convergence au voisinage de Dy. Soit D; C U un disque conforme contenant Do dans son intérieur.
La suite (d(u,, — ®)|Int(D1)) converge dans L*(Int(D1)) vers une forme harmonique exacte dw.

Démonstration. Soit Do C U un disque conforme contenant Dy dans son intérieur. Posons w,, = u, — .
Comme dans 1’étape 2, on peut trouver w, € C*(U) qui coincide avec w,, hors de Ds, est harmonique sur
Int(D,) et vérifie Dp, (w,) < Dp, (wy,). Posons u,, = u, hors de U, w,, + ® sur U. D’apres la proposition de
la section précédente, partie (ii), on a

D@(an) — D@(un) = DDz (ﬂn — (I)) — DD2 (un — (I)) = DD(’J (@n) — DDz (wn) S 0

Donc (uy,) est encore une suite minimisante pour Dg, donc Dx (i, —uy,) tend vers 0, et a fortiori Dp, (U, —uy,)
tend vers 0. Donc d(,, —uy,) tend vers 0 dans L2Q! (Int(D)), donc d(w,, —w,,) tend vers 0 dans L2Q* (Int(Dy)).

Puisque (dw,,) est une suite de Cauchy dans L2Q!(U), il en est de méme de (dw,), qui est de plus
harmonique sur Int(D;). De méme que dans 1'étape 2, (dw,|Int(D1)) converge vers une forme harmonique
exacte dw dans L?Q!(Int(D;))), donc il en est de méme de (dwy,).

4) Fin de la preuve. Les formes exactes du sur X \ Dy et d® 4+ dw sur Int(D;) \ {p} coincident sur
Int(D1) \ Dy qui est connexe, donc quitte & ajouter une constante on a u = ® + w sur Int(Dq) \ Dy, ce qui
permet d’étendre u & une fonction harmonique sur X\ {p}, que nous noterons encore u : cette fonction est dans
C1(X) par construction. D’apres les deux sections précédentes, (du, — du) converge vers 0 dans L?(X). Par
le lemme de Fatou, du — dug € L*(X), donc u € C§ py, €t Do (u) < liminf Dy (uy,) = lim Dy (uy) : d(P),
donc Dg(u) = d(P).

Remarque. On peut éviter I'usage du lemme de Fatou et donc de la théorie de la mesure, en utilisant la
continuité L? de Dy : si ug, us € C&),D@O(X), on a

[N
[N

, D (u2)?)Dx (uy — ug)? + Dx (uy — us)
Do (u2)?)|ldus — dus|| 2 (x) + [|dus — dua|[32(y)-

| Do (u1) — Do (uz)| < 2v/2 max(Dg (u1)
= 2v2max(Dg (uy)

[N
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En effet, pour I'intégrale de Dirichlet usuelle, on a

=

DK(U1) - DK(UQ) = Q’D/K(UQ,ul - UQ) + DK(UI — u2) < 2DK(U,2)%DK(U/1 — U:Q) —|—DK(U1 - UQ).

On en déduit
Dk (u1) — Di(uz)] < 2max (D (u1)?, D (uz)? )P (ug — uz)? + D (ug — ug).

[Géométriquement : |[|v1]]? — ||ve]|?] < 2max(||vi|], |[ve|])||v1 — va|| + ||[v1 — v2||?] Appliquant ceci & uq,us sur
X\ Dy et ug — P, us — ® sur Dy, et utilisant I'inégalité a: +b3 < V2(a + b)%, on obtient le résultat.
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5 Existence de différentielles et de fonctions méromorphes, séparabilité

5.1 Existence de différentielles et de fonctions méromorphes

Théoréme. Soient X une surface de Riemann, et p un point de X.
(i) Il existe une différentielle méromorphe w ayant un péle double en p, sans résidu, sans autre pole.
(ii) Il existe une fonction holomorphe ayant un pdle en p (d’ordre non précisé, il peut aussi y avoir d’autres
poles).
Démonstration. (i) Siu est un potentiel dipolaire en p, considérons la différentielle holomorphe w = du+ixdu

sur X \ {p}. Sur Do \ {p}, on a u = ® + w ol w est harmonique au voisinage de Dy. Donc w est la partie
réelle d’'une fonction holomorphe h définie au voisinage de Dy, et u = Re(2 + z + h(2)), donc

w=d(; 424 h(2) = ~ % + g()ds,

avec g holomorphe en p. Donc w est une différentielle méromorphe sur X, avec un pole double en p, de résidu
nul et holomorphe ailleurs.

(ii) Soit ¢ € X \ {p}, et soit w’ une différentielle méromorphe ayant un podle double en ¢ et holomorphe
ailleurs. Alors f = % est une fonction méromorphe qui a un pole au moins double en p.

5.2 Séparabilité des surfaces de Riemann
Théoréeme de Radd. Toute surface de Riemann est séparable.

Démonstration. On vient de voir qu'il existe une application holomorphe non constante f : X — P'(C). Or
une telle application est localement un revétement ramifié.

Par ailleurs, on peut recouvrir P'(C) par un nombre dénombrable d’ouverts (U, )nen biholomorphes
A (par exemple les boules B(z, ) C C avec z € Q +iQ, n € N*, et les complémentaires dans P*(C) des
A,, n € N). Soit U I'ensemble des ouverts U C X tels quil existe (n,d) € N x N* tel que f(U) = U, et
f: U — U, est un revétement ramifié connexe [un tel revétement est biholomorphiquement équivalent &
z+ z% de A dans lui-méme, mais on n’a pas besoin de le savoir]. Nous allons montrer : 1) U est une base
de la topologie de X et 2) U est dénombrable.

1) Siz € X et V est un voisinage de z, il contient un sous-voisinage ouvert W tel que f: W — f(W)
est équivalente & z — z¢ de A sur lui-méme, avec d = deg,(f). Ensuite, f(W) contient un U,, contenant
f(z), donc f~1(U,) N W est un élément de U qui contient z et est contenu dans W, cqfd.

2) Soit U un élément de Y. L’ensemble Sy (U U)={V €U | VNU # 0} est la réunion dénombrable des

= {Ve S1(U U) | f(V) = Uy,}. Or les éléments de E, sont disjoints, en effet si U; et Up sont deux tels
elements U1 N U2 est ouvert et fermé dans U1 Comme U est homéomorphe a un disque donc séparable, E,,
est au plus dénombrable donc S;(U ) est au plus dénombrable. Ensuite, soit U un élément de U. Puisque
X est connexe, pour tout V € U il existe une suite finie Uo = U Ul,- ,U = V d’éléments de U telle
que U; N U1+1 # () : en effet, la réunion des V admettant une telle suite est un ouvert non vide dont le
complémentaire est ouvert car il est la réunion des V n’admettant pas une telle suite. Pour n € N, notons

S, (U) Pensemble des V € U admettant une telle suite avec k < n. On a Spy1(U) = Uves @ $1(V), donc

S, (U) est dénombrable par récurrence sur n, et il en est de méme de U = U Sy (0).

NEN
*Remarque. L’argument de 2) montre que tout graphe connexe dont tout sommet est de degré au plus
dénombrable, a au plus un nombre dénombrable de sommets.*
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6 Théoréme d’uniformisation

Pour tout ce qui concerne les notions suivantes : simple connexité, groupe fondamental, revétements
et homologie, voir [Go]. Nous donnons tous les énoncés de topologie dont nous aurons besoin, mais sans
toujours les prouver (ceci concerne surtout les énoncés d’approximation et de transversalité).

6.1 Surfaces de Riemann simplement connexes

Définition. Une surface de Riemann est simplement connere si tout lacet continu (ou C!, C*°) dans X
est homotope (ou C''-homotope, C°°-homotope) & un lacet constant. De facon équivalente, toute > application
continue f : A — X (resp. de classe C1, C°) s’étend contintiment (resp. de facon C*, C°) a A.

Remarques. 1) L’équivalence entre «homotope & une constante» et «s’étend & A» est claire en coordonnées
polaires. La définition usuelle demande que tout lacet soit homotope a une constante relativement au point-
base. Mais pour des espaces «raisonnables» comme des variétés différentiables, c’est équivalent a la définition
ci-dessus. (Une définition d’espaces «raisonnables) pourrait étre : les espaces ayant le type d’homotopie d’un
complexe cellulaire (CW-complexe) ou plutét tels que (X, z) a le type d’homotopie d’un complexe cellulaire
basé, cf [Mi 1]). Dans le cas de variétés différentiables, on peut remplacer les lacets continus par des lacets
C! ou O, via des théorémes d’approximation, cf [Go].

2) Nous donnerons dans la section suivante la définition originale de Riemann pour la simple connexité, qui
est elle spécifique aux surfaces.

Exemples de surfaces de Riemann simplement connexes :

e tout ouvert convexe U C C, en particulier C et A. En effet, si zo € U, v : A — U se prolonge
contintiment & A par I'(z) = 29 + \z|('y(|—§|) —zp) 81 z # 0, T'(0) = 2.

e PY(C) : un lacet v : A — P(C) de classe C' n’est pas surjectif par le théoréme de Sard (cas facile de
ce théoréme : pour tout n € N*, on recouvre v(9A) par n disques de rayon Cn~1). Si py € 52\ v(S1),
S2\ {po} est homéomorphe & C par projection stéréographique, donc v s’étend contintiment comme
ci-dessus.

Théoréme 1 (théoréme d’uniformisation de Poincaré-Koebe). Toute surface de Riemann simple-
ment connezxe est biholomorphe o C, A ou P'(C).

On pourra trouver 'histoire de ce théoréme dans [SG]. La preuve sera donnée dans les sections 6.3 et
6.4.

Proposition. Les trois surfaces C, A ou P* (C) sont deuzx a deuz non isomorphes.

Démonstration. La derniere est compacte et pas les deux premieres. Ensuite, A admet une fonction holo-
morphe bornée non constante [on dit qu’elle est hyperbolique], et C n’en admet pas par le théoreme de
Liouville.

Remarque. Le théoréeme d’uniformisation de Poincaré-Koebe généralise celui de Riemann (cf. le cours
d’Analyse complexe), qui dit que tout ouvert simplement connexe de C qui évite un point est biholomorphe
A. En effet, un tel ouvert U n’est pas biholomorphe & C : si a € C\U, la simple connexité entraine I'existence

d’un logarithme, donc d’une racine carrée holomorphe f de z —a (car % est fermée donc exacte, voir section

suivante), et 'image de f contient un disque ouvert b + A,., donc évite —b + A,., donc
holomorphe bornée.

—fib est une fonction

6.2 Propriétés des surfaces de Riemann simplement connexes

Définitions. Une courbe proprement plongée dans une variété différentiable [séparable] est une sous-variété
connexe de classe C'! par morceaux [forcément séparable] qui est un sous-espace topologique fermé. Le
théoreme de classification des variétés [séparables] de dimension un (cf [Mi 2]) implique qu’'une telle sous-
variété est I'image d’un plongement propre C! par morceaux de S' ou de R. Dans le premier cas, on dit
qu’on a un lacet plongé, dans le second une droite proprement plongée. Une courbe proprement plongée est
un lacet plongé ou une droite proprement plongée, de classe C'' par morceaux.

Proposition. Soit X une surface de Riemann simplement connexe. On a les deux propriétés suivantes :

i) Toute 1-forme fermée de classe C' est exacte.
(i)
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(ii) Toute courbe proprementy plongée disconnecte X. Plus précisément : son complémentaire a deur com-
posantes, dont l'adhérence est un domaine fermé bordé par -y.

Démonstration. (i) Soit a € 2}(X) une forme fermée. Pour montrer que « est exacte, il suffit de montrer
que f7 a = 0 pour tout lacet v: S* — X de classe C'. Puisque X est simplement connexe, v s’étend en une

application I' : A — X de classe C'. Par Stokes,

/a:/ v*a:/I‘*da:O.
~ A A

(ii) Montrons d’abord que v disconnecte X. Supposons par 1’absurde que ce n’est pas le cas. Alors v est
I'image d’un plongement propre de C' = R ou S! dans X, que nous notons aussi . Par lissage des points
singuliers, on peut supposer v de classe C'. Par théoreme de voisinage tubulaire (référence & préciser), on
peut épaissir v en un plongement I' : C x [—1,1] — X, tel que U = I'(C'x] — 1, 1[) disconnecte encore X.
Fixons ¢y € C. Les deux points I'(tg, —1) et I'(to,1) sont dans la méme composante de X \ U, donc on
peut prolonger I'|[{to} x [~1,1] & un lacet A : [~2,2]/_2.2 — X, de classe C! par morceaux, qui envoie
[—2,1]U[1,2] dans U.

Soit r la fonction induite sur I'(C' x [—1,1]) via T par la coordonnée [—1,1]. Soit p € C*(R,R) valant 0
sur | — oo, —1] et 1 sur [1,4o00[. On définit la 1-forme a qui vaut d(p(r)) = p/(r)dr sur U et 0 sur X \ U. Elle

1
est de classe C! et fermée, mais / o= / p'(r)dr =1, ce qui contredit (i).
A ~1

Le fait que v a exactement deux composantes vient de ce que tout point de X est connecté dans X \
a un point de U \ v =~ C x (] — 1,0[U]0, 1]). De plus I'adhérence de chacune d’elles est un domaine & bord
C! par morceaux de bord 7 : ceci résulte du fait que (U,~) ~ (Cx] —1,1[,C x {0}). En fait, on a seulement
besoin de la version locale, cf. le cours de Géométrie avancée qui traite aussi le cas C! par morceaux.

Remarques. 1) Si X est compacte, la propriété (ii) dit que tout lacet plongé disconnecte. Cela veut dire
que le genre de Riemann gr(X) de X est zéro, ou par définition gr(X) est le nombre maximum de lacets
plongés qui ne disconnectent pas X.

Si X n’est pas compacte, la propriété que tout lacet plongé disconnecte équivaut a la planarité, c’est-a-
dire au fait que X est homéomorphe & un ouvert de S2.

2) La propriété (ii) se traduit par la nullité de ’homologie H'(X,R). Si X est une surface non orientable ou
une variété de dimension > 3, cela n’implique pas la simple connexité, exemple P"(R) pour n > 2.

Remarque. Dans la preuve du théoreme d’uniformisation, la simple connexité sera utilisée via la Proposi-
tion ci-dessus.

6.3 Construction de la fonction uniformisante

Soient X une surface de Riemann simplement connexe, et p un point de X. D’apres le chapitre précédent,
il existe une différentielle méromorphe w qui a un pole double sans résidu en p et est holomorphe ailleurs, et
telle que de plus sa partie réelle Rew = du est exacte et vérifie

(%) D'y (u,w) = 0 pour tout w € Cp_..(X) tel que w = 0 pres de p.

Rappelons que cette propriété résulte du fait que u minimise l'intégrale de Dirichlet renormalisée Dg.

Proposition 1. La forme harmonique xdu est exacte sur X \ {p}. Donc il existe v harmonique sur X \ {p}
telle que f = u +iv est méromorphe sur X, avec un péle simple en p.

Démonstration. Ceci résulte du fait que toute forme fermée est exacte.

*[Remarque. La fonction f existe dés que tout lacet plongé disconnecte. En effet, il suffit de montrer que

siy: St — X\ {p} est un lacet C°° plongé, on a /*du = 0. On épaissit v en un plongement lisse
v
[:[-1,0] x St — X\ {p}, avec (0, .) = 7 (demi-voisinage tubulaire). Par hypothese, v(S') disconnecte X,

et il en est de méme de 'anneau A = T'([—1,0] x S*). Notons X_ et X les composantes de X \ A de frontiere
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T({—1} x S1) et v(S'). Quitte & remplacer v par 7, on peut supposer p € X_. Soit w € C*(X,[0,1]) qui
vaut 0 sur X_, 1 sur Xy, et w(I'(s,t)) = w(s). Alors w € Cp_ . (X), w est nulle prés de p, donc

/X (du, dw) = 0 = /A d(w * du) = L ]

Le théoreme d’uniformisation résultera alors du

Théoréme 2. Soit f=u+iv: X — IP’I(C) une fonction méromorphe sur X simplement connexe, ayant un
pole simple en p, sans péle ailleurs, et vérifiant la propriété (x). Alors f est injective, et son image est soit
P! (C), soit P*(C)\ {20}, soit P(C)\ ([—uo, u1] + ive) avec ug,u1,vo € R, up < uy.

Preuve du théoréme 1 modulo le théoréme 2. Rappelons qu’une application holomorphe injective
est un biholomorphisme local. Donc dans le premier cas 'application f est un biholomorphisme de X sur
IP’l((C). (Remarque : si X est compacte, il est immédiat qu’on est dans ce cas : I'application holomorphe
f: X — PYC) est de degré un donc est un isomorphisme).

Dans le second cas, P*(C) \ {2} est biholomorphe & P'(C) \ {oc0} = C via

. Donc I’application

zZ— 20
est un biholomorphisme de X sur P!(C).
zZ— 20
2f _
Dans le dernier cas, g := W — i est un biholomorphisme de X sur P*(C) \ [-1,1]. Or la
1~ U
transformation de Joukovski
1 1
h(w) = 5w+ ), h(0) = oo,

est un biholomorphisme de A sur P*(C)\[—1, 1]. Son inverse est h~1(z) = z4+/22 — 1, avec la détermination
de la racine carrée qui est positive sur |1, +o00[ (exercice : prouver cela). Donc

htog(z)=g(z) +g(z)?2—1= 2f(2) = (uo + 1) — e + {(Qf(z) — (uo + u1) —iv0)2 B 1} 2

U1 — Ug U1 — Ug

est un biholomorphisme de X sur A.

6.4 Preuve du théoréme 2
Nous prouvons un lemme clé dia a Koebe, puis l'injectivité et enfin nous déterminons 'image.

1) Lemme clé. I n’existe pas de courbe proprement plongée dans X, contenue dans X \{p}, qui est contenu
dans la réunion d’un niveau {u =g} de u et d’un nombre fini {v =2v1},---,{v =0v,} de niveauz de v.

Remarque. Attention & la formulation : on demande & la courbe d’étre proprement plongée dans X, pas
seulement dans X \ {p} : on exclut donc une droite plongée asymptote & p.

Démonstration. Supposons par I’absurde qu’une telle courbe 7y existe. Par simple connexité, elle borde deux
domaines fermés dans X. Soit K celui qui ne contient pas p.

Soient ¢, € C1(R, R), bornées ainsi que leurs dérivées, avec ¢’ > 0 sur R\{0}, 1 > 0 sur R\{vy,---, v, },
et p(ug) = ¢'(ug) = 0, ¥(v;) = ¥'(v;) = 0. Explicitement, on peut prendre p(t) = (Arctg(t — ug))?,

n

p(t) = [ [(Arctg(t —v:)).
i=1
Soit w : X — R telle que w = (@ ou).(v ov) = p(u)(v) sur K et 0 ailleurs. Alors ¢ est de classe C!
car p|0K = 0 et Dyp|Int(K) se prolonge par continuité en 0 sur 9K . Puisque dv = *du, on a (du,dv) = 0 et
|ldul[* = [|dv]|?, done

Dx(w) = Puclp(wi() = [ [ ll¢/wpto)du+ ola)s o)av
= [ @0 + e 02) llaull < CDc(w) < oc.
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On peut donc calculer D (u, w), qui vaut
D) = el p(w(v) = [ [ (g (wpp(opdu-+ ol (o))

- / /K & (W) lldull® > .

Ceci contredit ().

2) Injectivité. L’application f est injective. En particulier, f n’a pas de point critique, donc u et v non
plus.

Démonstration. Supposons au contraire que f prend deux fois la méme valeur zg = ug + vy, nécessairement
finie. Puisque X est séparable, les points critiques de f sont en nombre au plus dénombrable. Par ailleurs,
ils coincident avec ceux de u et avec ceux de v. Puisque les points ayant au moins deux images réciproques
forment un ouvert, on peut perturber zy pour que ug ne soit pas une valeur critique de u et vg ne soit pas
une valeur critique de v. Alors les niveaux {u = up} et {v = vo} sont des courbes lisses propres dans X \ {p}
(pas forcément connexes), qui se rencontrent en (au moins) deux points p; et po.

1
Par ailleurs, au point p, ? est une carte holomorphe centrée, que nous noterons ¢ = £ +in, de sorte que

£ n . . : C
U= —=——,v=————. Son image contient un disque fermé A,..

&+ €2+’ ¢ ! '

Dans cette carte, le niveau {u = ug} devient {& = ug(£2 +n?)}, cercle (si ug # 0) ou droite (si ug = 0)
passant par 0, & tangente verticale. De méme, le niveau {v = vy} devient {n = —vo(&2 + n?)}, cercle (si
vo # 0) ou droite (si vg = 0) passant par 0, & tangente horizontale. On en déduit que Cy, := {u = uo} U {p}
et Ty, := {v = vo} U{p} sont des courbes proprement plongées dans X, qui se rencontrent transversalement
en les trois points p1, p2, p-

Considérons les quatre branches locales de C,,, et de I',, en p;. D’apres le lemme clé, on ne peut en
avoir deux qui restent dans X \ {p}, donc il y en a au moins trois qui passent par p. De méme, parmi les
quatre branches locales de C,,, et de I',, en po, il y en a au moins trois qui passent par p. Il y a alors deux
possibilités.

1) 1l existe un lacet plongé v C C,,, et un lacet plongé 5 C I'y,, tels que ;1 et 2 contiennent py,pa et p.
2) Méme énoncé, avec des droites proprement plongées au lieu de lacets.

Dans le premier cas, on peut former un lacet réunion des arcs de p; a ps sur 1 et 72 qui évitent p, ce qui
contredit le lemme clé. Dans le second cas, soit les points p; et ps sont reliés sur ~; et 5 sans passer par p,
et 'on a la méme contradiction, soit I'un des points p; et po est relié a U'infini sur v; et sur v, sans passer
par p, donnant une droite proprement plongée qui contredit aussi le lemme clé.

3) Fin de la preuve : détermination de I'image. D’apres la section précédente, pour tout vy € R, Ty,
est une courbe propre et lisse dans X. De plus, elle n’a qu'une seule composante connexe, celle qui contient
p : une autre composante contredirait le lemme clé. Elle est donc un lacet plongé ou une droite proprement
plongée. La restriction de u & T'y, est injective a valeurs dans R U {oo} = P*(R), et elle prend la valeur oo,
donc son image est :

e P'(R) si T',, est un lacet

o P'(R) \ [uo, u1] avec ug < uy si Ty, est une droite proprement plongée.
Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de prouver qu’il ne peut exister deux valeurs vy, vy telles
que I',, et I',, soient toutes les deux des arcs. Si c’était le cas, on fabriquerait une droite proprement plongée
dans X, composée

e d’une demi-droite allant de p a l'infini dans I',,, sur lequel u varie de +o00 & U;
o d’une demi-droite allant de p a U'infini dans I',,, sur lequel u varie de +00 a Us.

Prenant U > 0 assez grand, on peut la «tronquer» par un petit arc dans {u = U} contenu dans le domaine
de ¢, obtenant ainsi une droite proprement plongée contredisant le lemme clé [c’est la seule fois ou celui-ci
est utilisé avec plus d’une valeur pour v]. Ceci acheéve la preuve.
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7 Revétements holomorphes

7.1 Revétements

Définitions. Une application 7 : X — X entre deux espaces topologiques est un revétement si pour tout
point z € X la fibre 77 ({z}) est discrete et il existe un voisinage ouvert U de z dans X et une application
o :m 1(U) - 71 ({z}) tels que ® = p x 7 est un homéomorphisme de 7~ 1(U) sur 7~ 1({z}) x U. On dit
que U est un ouvert trivialisant et que ¢ est une trivialisation.

Si X est connexe, les fibres 7= ({z} sont donc toutes homéomorphes & un méme espace discret F, et
I’on parle de revétement de fibre F. En particulier, si F est finie & d éléments, on a un revétement fini a d
feuillets ou d’ordre d.

Propriété. Sim: X — X est un revétement et si X est Sépare, X est séparé.

Démonstration. Soient z,y € X deux points distincts. Si m(x) # 7(y), 7(z) et w(y) sont contenus dans deux
ouverts disjoints U et V, donc x et y sont contenus dans les deux ouverts disjoints 7= 1(U) et 7=1(V). Si
m(z) = w(y) = petsig:m 1 (U) — 7 ({p}) est comme dans la définition d’un revétement, = et y sont
dans les ouverts disjoints ¢~ ({p(x)} x U) et o ({p(y)} x U).

Revétements holomorphes. Si X et X sont des surfaces de Riemann, 7 : X — X est un reveétement
holomorphe (non ramifié) si 7 est un revétement et 7 est holomorphe sans point de ramification (= sans
point critique). On a vu que toute application holomorphe propre sans point critique est un revétement
holomorphe fini.

Exemple de revétement holomorphe infini : ’application exponentielle exp : C — C*

Proposition. Si7: X — X est un revétement, X est une surface de Riemann et X est conneze, il existe
une unique structure de surface de Riemann sur X telle que w soit holomorphe, et c’est alors un revétement
holomorphe non ramifié.

Démonstration. Sicette structure existe et si z est une carte holomorphe sur X, zor est une carte holomorphe
sur X , ce qui prouve 'unicité. Réciproquement, les z o w ou z est une sur X carte de domaine 7r(l7 ) ou U
est un ouvert de X tel que 7r|(7 est un homéomorphisme sur son image [par exemple U= o Y({t} x U], on
obtient un atlas holomorphe sur X ayant la propriété voulue.

Définition. Si X est simplement connexe, on dit que 7 est un revétement universel de X. L’espace X est
alors le plus souvent noté X.

Exemples. L’application mq : z € A* — 2¢ € A* est un revétement de degré d du disque pointé.
L’application 7, : z € H +— €'* est un revétement universel du disque pointé.

7.2 Existence et unicité du revétement universel

Théoréme. Toute surface de Riemann simplement connexe admet un revétement universel m : X — X,
unique 4 isomorphisme preés.

Démonstration. On fixe un point py € X, et 'on considere 'espace C(X, pg) des chemins continus v : [0, 1] —
X tels que ¥(0) = pp. On munit C(X, pg) de la topologie compacte-ouverte [ou ce qui revient au méme de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts, pour une distance quelconque définissant la topologie
de X]. On définit la relation : v ~,..; 9 7' si et seulement s’il existe H continue de [0,1] x [0,1] dans X telle
que

e H est une homotopie entre v et v/, soit H(¢,0) = ~(¢), H(¢,1) = +'(¢) (on note H : v ~ ')

o H fixe les extrémités, soit H(0,u) = po, H(1,u) = v(1) =~'(1).
Cette relation est une relation d’équivalence. Pour le voir, définissons les notions de concaténation et d’inverse
de chemins et d’homotopies :

1) Si v,9 :[0,1] — X sont deux chemins continus tels que (1) = ~/(0), leur concaténation est
(v*')(t) = ~(2t) sur [0, 1], v/(2t — 1) sur [4, 1]. Le chemin inverse (ou opposé) de v est J(t) = (1 —t).

2) De méme, si H : v — +" et H' : 4/ ~ ~" sont deux homotopies, on définit H « H'(t,u) = H(2t,u) si
tel0,3], H'(2t—1,u)sit € [$,1] [soit (H*H')(.,u) = H(.,u)* H'(.,u)] c’est clairement une homotopie de
v & 4", qui fixe les extrémiés si c’est le cas pour H et H'. De méme, on définit H(t,u) = H(1 —t),u), qui
est une homotopie de v’ & v, qui fixe les extrémités si c’est le cas pour H.
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Comme H (t,u) = (¢) est une homotopie qui fixe les extrémiés, la relation ~ est bien une relation d’équivalen-
ce. On note [7] la classe d’équivalence de v € C(X, po).

L’espace X est alors défini comme Pespace topologique quotient de C(X,pg) par ~,¢ g, et la projection
m: X — X est w([y]) = ¥(1), qui est continue par définition de la topologie quotient.

Proposition 1. (i) Soit yo un élément de C(X,pg). On note p1 = vo(1) = w([7]). Soit ¢ : U — A une carte
holomorphe centrée en p1, d’image le disque unité A. Pour p € U, on note oy, le chemin t — ¢~ (tp(p)),
qui va de p1 a p dans U. On définit

U=7"'(U)={h€X|y(1)eU}.

Alors
(i) Uapplication
®: [ €U (ly*aymlv(1) = (I * @iapls 7))
est bien définie, et est un homéomorphisme de ﬁso sur w1 ({p1}) x U ;
(ii) la fibre 71 ({p1}) est discréte pour la topologie induite. Donc 7 est un revétement topologique.

Corollaire. X est séparé.

Preuve de la proposition. (i) Montrons d’abord que @ est bien définie. Si [y] = [y/], il existe H homotopie a
extrémités fixes de v a 71, alors (1) = 71(1) et si h est 'homotopie constante h(t,u) = o (1)(t), H * h est
une homotopie & extrémités fixes de v * a1y & 71 * @51y, donc [y * aym)] = [ * Gyl

Montrons la surjectivité. Si ([c],p) € m=1({p1}) x U, on définit v = ¢ *a,, de sorte que (1) = p. Alors

v * @, = (c*ay) * 0@, et Pon a une homotopie & extrémités fixes de ¢ & (¢ *a,) * @, donnée par
. 1
c((1+u)t)sitelo, 5]
1 3]
274

3

ao((4 —4t)u) sit € [Z’ 1]

H(t,u) = q ap((4t —2)u) sit €|

Donc @([c*ay]) = ([¢],p), donc P est surjective.

Montrons Uinjectivité. Si [v1], [y2] € U et ®([11]) = ®([y2]), 71(1) = 72(1) = p, et il existe une homotopie
H : vy %@ e 9 Y2 * 0. On en déduit une homotopie H * h : (71 % @) %0t el 5 Y2 * Op) *Qp, €t comme
Vi et o (Vi * Op) *0p, 00 A Y1 Mper 9 Y2, cqfd.

Donc @ est bijective, et son inverse est W([c],p) = [c xa,]. Comme les applications v — 7 * a5 et
(¢,p) — c*ay sont continue, ® et ® sont continues, donc ® est un homéomorphisme.

(ii) Par compacité, on peut recouvrir [0, 1] par un nombre fini d’intervalles I; ouverts tels que y(I;) N0, 1] est
contenu dans le domaine d’une carte (U, ;). Puis on peut trouver une subdivision tg = 0 < t; < --- <t =1
telle que chaque [t;_1,t;] est contenu dans un I;,, donc yo([tj—1,t;]) C U;,. Notons Us j = Vj, @5, = ;.
L’ensemble

V= {'Y € C(vao) | v.] = la o ak) 7([tj—17tj]) C ij}

est ouvert, donc sa projection V C X est ouverte. Si [v] € VN 7~ 1({p1}), Papplication
H(t,u) = 5 (1= u)thi(v(1) + unj(0(t))) it € [tj-1,t5],

est une homotopie a extrémités fixes de v a 7o, donc Vn 7 1({p}) = {[0]}, ce qui prouve que [yo] est isolé
dans sa 771 ({p1}). Comme 7, est un point quelconque de 7= ({p1}), ceci prouve que cette fibre est discrete.

Proposition 2 (propriété de relevement a parametres). Soient P un espace topologique séparé (espace
de parametres), f : [0,1] x P — X et F: P — X des applications continues telles que wo F(p) = f(0,p).
Alors il existe une unique application continue f :[0,1] x P — X telle que wo f = f et f(0,p) = F(p).

Démonstration. Prouvons I'unicité : si f et f; sont solutions, I'ensemble {t,p) € [0,1]x P | f(t,p) = f1(t,p)}

est fermé puisque [0, 1] x P est séparé, ouvert puisque f est un homéomorphisme local, et contient {0} x P
donc rencontre toute composante connexe de [0,1] x P : donc il vaut [0,1] x P.
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Prouvons l'existence. Pour tout p € P il existe v, € C(X,po), chemin de xo & w(F(p)) = f(0,p), tel que
F(p) = [vp]- Posons fi,(u) = f(tu,p) chemin de f(0,p) & f(¢,p), puis

f(t,p) = [ * frpl-

Ceci ne dépend pas du choix de vy, car si v, el o yp, alors v, * frp el 0 fyp * frp- Onamo f(t p) = f(t,p)

et f(0,p) = [7p] = F(p). Reste a montrer que f est continue : ceci vient de ce que, au voisinage d’un point
p—0 € P, on peut trouvert -, continii en p par propriété d’homéomorphisme local.

Remarque. En fait la propriété de relevement est vraie pour tout revétement (pas forcément de surfaces
de Riemann), mais la preuve est un peu plus pénible (cf. [Go]). Nous admettrons ce résultat.

Fin de la preuve. Montrons que X est simplement connnexe. Soit ¥ : [0,1] — X un lacet en un point
P € X, clest-a-dire ¥ est continu et J(0) = 4(1) = p. Sa projection v = w075 : [0,1] — X est un lacet en
p = p. Posons H(t,u) = 7(¢t(1 — w)), de sorte que H(0,u) = 7 et appliquons la propriété de relevement &
P=10,1], f=H, F =7 : il existe H : [0,1] x [0,1] continue telle que 7 o H(t,u) = H(t,u) et H(0,u) = p
Alors H(t,0), H(t,1) et H(1,u) sont & valeurs dans 7~ *({p}) donc constants égaux & p. Donc H est une
homotopie & extrémités fixées de 7 & un lacet constant.

Reste a prouver lunlclte Soit 7 : X; — X un autre revétement simplement connexe. Soit p . p1 un point
de l'image réciproque de m; ({xo}) Par la propriété de relovement [admise dans le cas de X1], il existe
des applications continues ¢ : X — X et o1 X; — X telles que T 0 = m, Tow; =7, ©(Po) = P1
et p1(p1) = Po. Donc ¢ et ¢q sont holomorphes. De plus, par unicité du relevement, ¢; o ¢ = Idg et
pop = Id)?l, ce qui acheve la preuve.

7.3 Surface de Riemann vue comme quotient de son revétement universel

Définition. Soit 7 : X — X un revétement. Un automorphisme de 7 (ou de X au-dessus de X) est un
homéomorphisme ¢ : X — X tel que o ¢ = 7. Noter que c’est un relevement de I'identité (on verra que
tout relevement de 'identité est un automorphisme).

On obtient ainsi un groupe, noté Aut(r) = Aut(X |X). Si le revétement est holomorphe, ¢’est un sous-
groupe du groupe des automorphismes biholomorphes Bihol(X).

Proposition. Soit m: X — X le revétement universel d’une surface de Riemann.

(i) T = Aut(X|X) agit de facon propre et libre sur X c’est-a-dire que tout point T € X a un voisinage
U qui est disjoint de tous ses translatés W(U) pour v € T'\ {Id}. Donc le quotient F\X a une structure
naturelle de surface de Riemann.

(i) L’application naturelle ¢ : F\X' — X est un biholomorphisme.

Donc toute surface de Riemann est le quotient d’une surface simplement connezxe par un groupe de biholo-
morphismes agissant proprement et librement.

Démonstration. (i) Soit z = 7(¥), et soient U un voisinage ouvert de x et ¢ : 7~ }(U) — 7~ }({x}) comme
dans la définition d’un revétement. On peut supposer U connexe. Soit U = (¢ X 7)™ ({9:} x U), qui est

un voisinage ouvert de T qui se projette biholomorphiquement sur U. Si 5 € T et F(U ) NnU # 0, W\U est
constante égale a = et 7(y(z)) = x, donc ¥(z) = x, donc ¥ = Id par unicité du relevement.

(i) L’application ¢ est holomorphe et surjective, il suffit de montrer qu’elle est inejctive. Si ¢([2]) = ¢([y]),
notons 7(z) = x = m(y). Il faut montrer qu'il existe 7 € I' tel que () = y). On définit 7 : X — X comme
le relevement de Iidentité tel que 5(Z) = y. Et de méme, on définit 7; : X — X comme le relevement de
I'identité tel que 41 (y) = Z. Par unicité des relevements, v,y = Id =y o1, donc 7y € Aut()~(|X).

7.4 Groupes d’automorphismes des surfaces de Riemann simplement connexes

1. Cas de P'(C). Le groupe des biholomorphismes de P*(C) est GL(2,C) = PSL(2,C), qui agit par trans-

formations homographiques ch Z) .z = ?513 En effet, si f est un automorphisme de IF’l((C), alors : soit

f(o0) = oo et f|C induit un biholomorphisme de C tel que |f(z)| < C|z| pour |z| assez grand (puisque oo
n’est pas un point critique), donc f(z) = az + b d’apres Liouville. Soit f(oco) = 29 € C, et g = est un

1 __ zopaz+zob+1
az+b az+b .

f—zo0

biholomorphisme qui fixe oo, donc g(z) = az + b soit f(z) = 20 +
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Comme toute homographie a au moins un point fixe, IP’l((C) n’a pas de quotient non trivial.

2. Cas de C. Tout biholomorphisme f de C est affine, f(z) = az+b. En effet, g(w) = ﬁ%)
sur un voisinage épointé de 0 et tend vers 0 en 0, donc est holomorphe et vaut 0 en 0. De plus, elle est
injective, donc ¢'(0) # 0, donc |g(w)| > Clw| pres de 0 c’est-a-dire |f(z)| < % pour |z| assez grand, donc
f(2z) = az + b par Liouville.

est holomorphe

L’application f(z) = az + b est sans point fixe si et seulement si a = 1 et b # 0, donc un groupe de
biholomorphismes agissant librement est un groupe de translations par les éléments d’un sous-groupe A C C.
Pour que I'action soit propre, il faut et il suffit que A soit discret, soit A = aZ ou A = aZ @ bZ avec a,b
linéairement indépendants sur R (Jacobi 1835 : une fonction méromorphe sur C peut avoir au plus deux
périodes indépendantes, et le rapport de celles-ci est alors non réel).

Si A = aZ, C/A est isomorphe & CZ ou & C/2miZ, et via Pexponentielle & C*.

Si A =aZ@bZ, X est un tore. Comme on ’a dit au premier chapitre on peut supposera =1,b =17 € H,
et 7 est alors déterminé modulo l'action de PSL(2,Z) par homographies. Par ailleurs, X = C/A est alors
isomorphe a une courbe elliptique Xp = PfWO) C P?(C) associée & un polynéme P(z,y) = y*>— (z° +pz+q),
avec 4p> + 27¢> # 0.

3. Cas de A. Un biholomorphisme f de A est de la forme hg,(z) = e¥ ﬁ%az- En effet, g = h_j) o f
vérifie g(0) = 0, donc par le lemme de Schwarz on a g(z) = ez, d'on f = hg,_c—io (o). Remplagant A
par H = {z € C | Im z > 0} qui lui est biholomorphe, on trouve que le groupe des biholomorphismes de
H est PSL(2,R) agissant par homographies. Noter que dans les deux cas X = A et X = H, Bihol(X) est
le sous-groupe de Bihol(P'(C)) = PSL(2,C) qui préserve X. Ceci peut aussi se montrer en appliquant le

principe de réflexion de Schwarz.

Un premier exemple de quotient de A, ou plutot de H, est H/aZ, quotient par les translations aZ, a € R*.
A isomorphisme pres, c’est indépendant de a, et pour a = 27i 'exponentielle donne un isomorphisme de
H/27xZ sur A*. Nous verrons un exemple compact apres avoir interprété les biholomorphismes comme des
isométries.

*7.5 Métrique conforme naturelle sur une surface de Riemann

Soit X une surface de Riemann simplement connexe.
1) Si X =P (C), elle est isomorphe & la sphere S? C R® par projection stéréographique, et celle-ci
étant conforme on peut munir P'(C) d’une métrique riemannienne & courbure constante 1. En coordonnées,
le-ci est 4]dz|? C ot 4| dw|?
celle-ci est ————— sur C, et ———
(14 12*)? (1+ [w]?)?
invariante par Bihol(P'(C)), dont elle n’est pas naturelle, ¢’esta-dire définie par la seule structure de surface
de Riemann. Mais on peut dire qu’il a une famille naturelle de métriques conformes & courbure 1, paramétrée
par PSL(2,C)/SO(3). Ici, SO(3) s’identifie & PSU(2) = SU(2)/{centre} C PSL(2,C) = SL(2,C)/{centre}

via les quaternions.

sur P'(C), dans la coordonnée w = % Cette métrique n’est pas

2) Si X = C, tout biholomorphisme sans point fixe est une translation donc une isométrie de la métrique
conforme plate compléte |dz|?. Donc tout quotient admet une métrique conforme plate compléte, en fait en
considérant A|dz|? on voit qu’il y a une famille paramétrée par R de telles métriques, toutes homothétiques.
Si le quotient est compact, on peut trouver une métrique naturelle en fixant 'aire totale.

3) Si X =AouH, Bihol()?) est le groupe des isométries orientées Isom™ ()A(:, g5), ou

4|dz|? |dz|?

AT R T 2

1
En effet, le biholomorphisme f : z — w = il i—z de A sur H vérifie
2d

dw = — 2%
(1—2)?

142 1+2)(1-2) 1—|z]2

mw ‘12 ¢ [1—z|? [1—z?

Jdw* Aldz* 11—z 4|dz|?

L e Bl e Gy ) el g e o S
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az+b

Donc il suffit de prouver le résultat pour H. Si f(z) = = w avec a,b,c,d € Ret ad —bc=1,0on a

cz+d
dz
dw = ——
v (cz +d)?
az+b (az+b)(cz+d) Im z
I =1 =1 =
B lez + dJ? lez + dJ?
. |dw|? |dz|> ez + d* |dz|?
[rgm = = = = gu-

 (Imw)?2  Jez+d4 (Im 2)2 (Im 2)2

Ainsi, Bihol(H) est contenu dans Isom(gs), et il est dans Isom™ (gg) puisque tout biholomorphisme préserve
Vorientation. Enfin, Bihol(H) est transitif sur les couples (z,v) ot z € H et v € C avec ||v||, = lz‘ﬁl‘g =1,
c’est a-dire les vecteurs unitaires tangents sur H. En effet, en utilisant les biholomorphismes affines az + b,

al/2 a=1/%p . . . .
0 a1/ ]), on voit que Bihol(H) est transitif sur H, donc il suffit de

montrer que le stabilisateur d’un point est transitif sur les vecteurs tangents unitaires en ce point. C’est
évident pour le point 0, dans le modele (A, ga), car ce stabilisateur est formé des rotations e’ z. Comme une
isométrie orientée est déterminée par I'image d’un vecteur tangent unitaire, Bihol(H) = Isom™ (gg).*

a > 0 (correspondant a [
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8 Algébricité des surfaces de Riemann compactes

Rappelons que si X est une surface de Riemann, M(X) est son corps des fonctions méromorphes. On
le regarde comme une extension de C = les fonctions constantes. On a vu qu’on a toujours M(X) \ C # 0,
que X soit compacte ou non.

8.1 Fonctions méromorphes sur la sphére de Riemann

Proposition. On note z la fonction identité de C, vue comme une fonction méromorphe sur Pl((C). Alors

(i) M(X) = C(z), plus précisément Uapplication R € C(T) — R(z) est un isomorphisme des fractions
rationnelles & une variable sur C vers M(P*(C)).

(i1) Si f est non constante et R = £ ou P et Q sont dans C[T] et premiers entre euz, on a deg(f) =

max(deg(P), deg(Q)).
Démonstration. (i) Cette application est bien définie puisque Q(z) # 0 si @ € C[T] \ {0}, et c’est un
morphisme de corps, donc elle est injective. Il suffit de montrer qu'elle est surjective. Si f € M(P'(C)) est
non constante, soient 21, -, 2z les poles de f sur C, d’ordres nq,---,ng. Alors g(z) = Hle(z —z)" f(2)
est holomorphe sur C. De plus, si 2| — oo on a f(z) — C € C ou f(z) — oo, et dans ce dernier cas
|f(2)| = O(]z|™ ou m est I'ordre du pole co. Donc g(z) = O(|z|"V), et par la généralisation du théoréme de
Liouville, g est un polynéme, donc f(z) = % est le quotient de deux polynomes.
i=1 2

(ii) L’image réciproque f~!({oo}) est formée de P~1({0}), qui donne une mulitplicité totale deg(P), et
éventuellement de co. Si z — 0o, on a f(z) ~ Czde8(P)=dee(Q) "donc oo contribue au degré pour max(0, deg(Q)
— deg(P)). Donc deg(f) = deg(P) + max(0, deg(Q) — deg(?)) = max(deg(P),deg(Q)).

8.2 Fonctions méromorphes sur une surface de Riemann compacte quelconque

Définition. Un corps de fonctions d’une variable sur C est une extension L du corps C de la forme L =
C(a,b) avec a ¢ C, donc transcendant sur C puisque C est algébriquement clos, et b algébrique sur C(a). Donc
b vérifie une équation minimale b" + Z;:Ol r;(a)b? = 0 o les r; sont des fonctions rationnelles. Mulitpliant
par le pged des dénominateurs, on trouve P(a,b) = 0 oit P est un polynéme dans C[z,y|, nécessairement

irréductible. De plus, P divise tout polynome @ € C|z, y] tel que Q(a,b) = 0.

Remarques. *1) En fait, un corps de fonctions d’une variable sur C est une extension de C finiment engendrée
et de degré de transcendance un, c¢’est-a-dire une extension algébrique finie de C(z). Par théoréme de I’élément
primitif, on trouve la caractérisation prise ici comme définition.*

2) On peut remplacer «finie» par «telle que tout élément y € L a un degré borné sur C(z)». Rappelons
'argument : si y est un élément de degré maximal, tout 2 € L vérifie dege(,)(2) = dege(ay(y) (2) dege(y),
donc degg(, ,)(2) = 1, soit 2z € C(z)(y) = C(x,y).

Proposition. Si X est une surface de Riemann compacte, M(X) est un corps de fonctions d’une variable
sur C. Autrement dit il existe deux fonctions méromorphes non constantes f,g et un polynéme irréductible
P € Clz,y], tels que M(X) = C(f,g) et P engendre l'idéal {Q € Clz,y] | Q(f,g) = 0}.

Démonstration. Nous savons déja que M(X) n’est pas réduit & C. Soit f € M(X)\ C, c’est une application
holomorphe X — P'(C) d’un certain degré n. Il suffit de montrer que tout élément g € M(X) vérifie
degc(yy g < n. Bien str, on peut supposer que g n’est pas constante.

Soient F; C P'(C) Pensemble des valeurs critiques de f, F» = f(g~'({o0})) et F = F; U Fy qui est fini,
ainsi que f~1(F). Si z € PH(C) \ F, f~1({z}) se compose de n = deg(f) points distincts w;(z), - - -, wn(2),
les w; étant définies localement et holomorphes. Il en est de méme des fonctions g o w;, qui sont & valeurs
dans C. Donc les fonctions symétriques s;(z) = gj(gowi(z), -, g0 wn(2)), 1 < j < n sont bien définies sur
X\ f7Y(F), a valeurs dans C et holomorphes.

1
Soit zg € F ayant une carte holomorphe centrée ¢ (= z— 29 ou —). On a f~*({z0}) = {p1, -+, pm} avec
z

m < n. Soient 7, - -+, Ny, des cartes holomorphes centrées en ces points. Il existe des entiers d, € N*, ny, € Z

tels qu’au voisinage de pg, on a (o f ~ ng’“ et g ~ n™F ol ~ veut dire que le quotient a une limite non nulle.

Donc |ng o wj| ~ |C|i si w; est a valeurs dans le domaine de n,, d’ott [g o w;| = O(|C|ﬁ) On en déduit

_ Ay , < . . .
ls;| = O(|¢|”" ™" mx), donc les s; sont méromorphes sur P'(C), c’est-a-dire sont des fractions rationnelles
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sj = R;(z). Par construction, on a

n

9"+ (1 (sio g’ =g"+ > (-1 R;(f)g’ =0 sur X\ f71(F).

Jj=1 Jj=1

n
Comme f~1(F) est fini, ceci veut dire ¢" + Z(—l)jRj(f)gj = 0 dans M(X), donc g est algébrique de degré
j=1
au plus n sur C(f), cqfd.

Notation et définition. On note Yp = P~1({0}), appelé modéle algébrique de X. Nous allons préciser en
quel sens une surface de Riemann compacte est équivalente a ce modele.

*Remarque. On a montré [M(X) : C(f)] < deg(f) pour tout f € M*(X). Avec un peu plus de travail, on
montrerait qu’on a en fait égalité.*

8.3 Equivalence entre surfaces de Riemann compactes, corps de fonctions d’une variable et
courbes algébriques irréductibles

Définitions. Une courbe algébrique plane irréductible est Xp = 1’adhérence dans P*(C) de Yp = P~({0}),
ol P est un polynéme irréductible (on verra que les données de Xp, Yp et (P modulo un facteur constant)
sont équivalentes). Deux telles courbes Xp, X¢ sont birationnellement équivalentes s'il existe des fractions
rationnelles Ri, R, S1, 52 € C(z,y) et des ensembles finis Fy C Yp, F» C Yy, tels que tels que (Ry, R2) est
une bijection de Yp \ Fy sur Yg \ Fy, d’'inverse (51, S2). *(Voir le cours de Géométrie algébrique)*

Théoréme. On a des bijections naturelles qui forment un diagramme commutatif

{surfaces de Riemann compactes}/pinolom. _r, {corps de fonctions d’une variable sur C}/isom.

w3 "\ /P2

courbes algébriques planes irréductibles/isom.birationnel

De plus :

1) On a ¢1([X]) = [M(X], et l'on a fonctorialité avant de passer auz classes d’isomorphisme, au sens
suivant. Si ¢ est une application holomorphe non constante de X dans Y (notation ¢ € Hol,.(X,Y)) et
st Uon pose o*(f) = fo e pour f € M(X), Uapplication o — ¢* est une bijection de Hol,.(X,Y) sur
Mor(M(Y), M(X)), lensemble des morphismes de corps M(Y) — M(X) qui prolongent Idc. On a alors

(potp) = op™, (p71) = (¢") "

2) Si M est un corps de fonctions d’une variables sur C, p(|[M]) = [Xp], ot P € Clz,y] est un polynéme
irréductible tel qu’il existe f,g € M avec M = C(f,g) et P(f,g) =0.

3) Si P est un polynome irréductible dans Clx,y], il existe un ensemble fini Sing(P) = Sing(Xp) tel que
Rég(Xp) = Xp \ Sing(Xp) est une surface de Riemann, et il existe une surface de Riemann compacte X p
et une application holomorphe 7 : Xp to P*(C), d’image Xp, telles que 7~ (Sing(Xp)) est fini et 7 est un
biholomorphisme dti)?p \ 7~ 1(Sing(Xp)) sur Rég(Xp). De plus (Xp,w) est unique & isomorphisme pres.
Alors ¢3([Xp]) = [XP].

Ce que nous allons prouver. Nous avons vu que la fleche ¢ était bien définie. Nous ne dirons rien de
(2, renvoyant au cours de Géométrie Algébrique. Pour o3, nous allons définir et étudier la notion de courbe
algébrique plane, et définir le couple (Xp, ) de 1'énoncé 3).
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9 Surfaces de Riemann compactes et courbes algébriques projectives

9.1 Fonctions holomorphes de plusieurs variables
Proposition (admise, cf. [C] [Gr-Ha]). Soit f: U — C™ une application définie sur un ouvert de C".
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e f est continue et toute fonction partielle f(z1,---,2i—1,., Zi+1," -, 2n) est holomorphe.
f est C-différentiable en tout point : pour tout z° € U, il existe u : C"* — C™, C-linéaire, telle que
F(2) = F(20) + u(z — 20) + o]z — 2]
o [ est différentiable et Df(z) : C" — C est C-linéaire pour tout z € U
o fest C® et Df(z): C" — C est C-linéaire pour tout z € U

e f est est analytique (complexe) : tout point 2% = (29,---,2%) a un voisinage sur lequel f est la somme

rn
d’une série normalement convergente

flz1, oy 20) = Z Uiy, (21— 2D)0 (2, — 20 = Z ar(z — 2°)°.

(31, ++50n ) EN™ IenNn

Si U et V sont des ouverts de C™, un biholomorphisme est une application holomorphe inversible dont
I'inverse est holomorphe (comme dans le cas d’une variable on peut montrer que cette holomorphie est
automatique).

Exemple. Toute fraction rationnelle f = g € C(21,- -, z,) est une fonction holomorphe sur C™\ Q~1({0}).

Théoréme des fonctions implicites et d’inversion locale, cas holomorphe

(i) (Fonctions implicites holomorphes) Soit f : U C C" x C™ — C™ holomorphe telle que f(x°,y") = 0
et a—z(l’o,yo) € GL(m,C). Il existe des voisinages ouverts Uy de x° et Uy de y° et une application
holomorphe g : Uy — Us tels que {(z,y) € Uy x Uy | f(z,y) = 0} = graphe(g).

(ii) (Inversion locale holomorphe) Soit f : U C C" — C" holomorphe, telle que Df(z°) € GL(n,C). Il
existe des voisinages ouverts Uy de x° et Uy de f(a°) tels que f est un biholomorphisme de Uy sur Us.

Démonstration. On peut le faire de trois fagons différentes.

1) On développe le calcul différentiel sur C [ou sur un corps valué complet], en remplacant partout R
par C.

2) On utilise les théoremes réels, et on note que dans le cas (i), Dg(z) = — (g—g(x, f(x)))fl.%(x, f(@)) et
dans le cas (i), D(f~')(z) = Df(f~1(x))~! : ces applications sont C-linéaires, donc g et f sont holomorphes.

*3) On travaille dans le cadre analytique (historiquement la premiere preuve, Newton 1676). Cela marche
aussi sur tout corps valué complet. Donnons un exemple. Si f(x,y) = y — 2% — 22y + y* — 2% sur C? et
(2°,94%) = (0,0), on trouve le développement en série de y = f(z) en remplagant successivement y par ses
valeurs modulo O(z™) [on peut aussi faire des identifications de coefficients] :

y=a? 422y —y* + 2t =22+ 0(2?)
= 2% 4+ 22(2? + O(2%)) — (22 + O(3))? + 2* = 2 + 2% + O(z*)
= 2% 4+ 2z(2? + 22% + O(z*)) — (2% + O(2®))? + 2* = 2% + 22° + 4a* + O(2)
= 2% 4 22(2? + 2% + 42* + O(2°))) — (2 + 22% + O(z*))? + 2*
=22 +22° + 42 + 42° + O(2°)...

Exercice : minorer le rayon de convergence de la série obtenue.

On peut trouver une preuve générale dans [Se2| p.73-74 (en fait deux, une par la méthode des majorantes
de Cauchy, une autre plus simple dans le cas ultramétrique).
9.2 Variétés et sous-variétés complexes

Définition. Une wariété complexe de dimension n est un espace topologique X séparé (pas forcément
connexe) et muni d’un atlas holomorphe de dimension n, c’est-d-dire un recouvrement ouvert (U;) et
d’homéomorphismes ¢; : U; — V; ou U; est un ouvert de C™ et tout changement de cartes 1; ; = ¢; o <pj_1
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est un biholomorphisme de ¢;(U; N U;) sur ¢;(U; N Uj). En fait il s’agit comme d’habitude d’une classe
d’équivalence de tels atlas, ou d’'un atlas maximal. En dimension n > 2, on demande aussi que X soit
séparable, ou ce qui revient au méme : X est métrisable, X admet une métrique riemannienne, toute com-
posante connexe de X est réunion dénombrable de compacts, X est paracompacte. En dimension un, on a
vu que c’était automatique.

*Remarque. Sin > 2, la séparabilité de X n’est pas automatique. Par exemple (cf. [Hul, p.9), on peut définir
un espace séparé connexe avec un atlas holomorphe de dimension deux, qui contient un sous-ensemble discret
ayant la puissance du continu.*

Définition. Soit X une variété complexe de dimension n. Une sous-variété complexe de dimension k de X
est un sous-ensemble Y C X tel que tout point py € Y admet un voisinage ouvert et un biholomorphisme
:U—-V CcChavec p(0) =0et (Y NU)=CPNV.

Une conséquence immédiate du théoreme des fonctions implicites holomorphe est la

Proposition. Soit f: X — Y une application holomorphe entre variétés complexes de dimensions n et m,
et soit a € f(X) une valeur réguliere, c’est-a-dire telle que Df(p) est surjective pour tout p € f~1({a}).
Alors f=1({a}) est une sous-variété complexe de dimension n —m.

9.3 Espaces projectifs complexes, cas du plan

Définition. L’espace projectif complexre P™(C) est le quotient P"(C) = (C™**\ {0})/C*, ot C* agit par

homothéties. La classe d’équivalence de (zp, - -, 2,) est notée [zg : - -+ : z,]. Ce quotient est homéomorphe a
S§2nt+1 /ST ce qui montre qu'il est séparé (puisque S est compact) et compact (puisque S?"*1 est compacte).
Deplus,sii € {0,1---,n}, U; :={|z0: -+ : 2] € P"(C) | z; # 0} est un ouvert, et Papplication ¢, : U; — C"
telle que
20 Zi Zn)
(lzo: - rz])=(—,.., —, 0y — ),
pillzo:zl) = (T T T

est un homéomorphisme sur C". Le changement de cartes 1; ; = ¢; o goj_l est donné par

ty tic1 1t tn>

tj ) b t‘] ) tj’ tz b ) t]

i j(tr, - tn) = (
Il est défini sur 'ouvert U; ; = {(t1,---,t,) € C" | t; # 0}, holomorphe puisque rationnel, et bijectif sur Uj ;,
d’inverse 1; ;, donc biholomorphe. Donc P"(C) est muni d’une structure de variété complexe compacte de
dimension n. Comme elle est compcte, elle est automatiquement séparable.

Outre le cas n = 1 (droite projective) que nous avons déja vu, nous considérerons surtout le plan projectif
compleze P?(C). Tl est muni des trois cartes

s (A2 2
(po([Z() A ZQ]) (ZO, %
zZ0 %1

) =(x,y), ¢1([z0: 21 : 22]) = (*,*) = (t,u)
) = (v, w).

wa([z0 : 21 22]) = (22, .

Le complémentaire de Uy est la droite & Vinfini, PL (C) = {[0: 21 : 23] | [21 : 22] € P*(C)}. Les changements
de cartes sont

(t7u) = (

~—
—~
&
<
~
—~

~
S
<

<

Sl ]|

—~

S+ 8|+

N~—
—
~
<
Ny
I
—

(v, w) =

gl
g~

9.4 Courbes affines planes

Définitions. Soit P € C[z,y] un polynéme non constant. On note Yp = P~1({0}) C C?, appelé courbe
affine plane. On note Sing(P) = {(x,y) € Yp | DP(z,y) = 0}, ensemble singulier de P.

Proposition.

(i) L’ensemble Yp est infini, plus précisément une des deux projections sur C x {0} et sur {0} x C évite au
plus un nombre fini de points.
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(i1) (Bézout, version faible) Si P,Q € Clz,y] sont deuzx polynémes premiers entre eux, Yp NYy est fini.

(iii) Si P est sans facteur multiple, la courbe Yp détermine P a un facteur constant pres. Donc Sing(P) ne
dépend que de Yp, on le note Sing(Yp), ensemble singulier de Yp.

(iv) Si P est sans facteur multiple, Sing(Yp) est fini.
(v) L’ensemble régulier Rég(Yp) = Yp \ Sing(P) est une courbe compleze lisse, dense dans Yp.

(vi) Si P est irréductible, Rég(Yp) est connexe, donc est une surface de Riemann.

n—1
Démonstration. (i) Ecrivons P(z,y) = an(x)y" + Z ai(z)y’ ot les a; sont des polynomes en x et a, # 0.
=0

Sin # 0, a,(x) ne s’annule que pour un ensemble fini F de valeurs de z. Si = ¢ F, il existe y € C tel que
P(z,y) = 0 puisque C est algébriquement clos, donc pry(Yp) D C\ {P}. Et si n =0, P = ag(z), polynéme
non constant donc qui a un zéro, donc pry(Yp) = C.

(ii) Puisque P et @ sont premiers entre eux, les résultants Ry (z) et Ra(y) comme polynomes dans C[z][y]
et dans C[y][x] sont non nuls, et de degrés < mn. Donc P~1({(0,0)}) N Q~1({(0,0)} est fini, avec au plus
(mn)? éléments.

*Remarque. La majoration (mn)? peut étre améliorée en mn de la facon suivante. Puisque F' = P=*({0}) N
Q~1({0}) est fini, 'application linéaire = + ey restreinte & F est injective pour & > 0 assez petit : il suffit
Zl/'fwl

de prendre € < min | py— [, ot le minimum est pris sur les couples (z,y), («’,y’) de points distincts de F.

Remplagant P(z,y) par P-(z,y) = P(z + ey, y) et Q(z,y) par Q-(z,y) = Q(z + £y, y) ce qui ne change pas
le nombre de zéros communs, on voit que P='({0}) N P=({0}) s’injecte dans R; 1({0}) qui a au plus mn
éléments.*

(iii) Supposons P = Py --- P, Q = Q1 --- Qs ou les P; sont irréductibles non associés et de méme pour
les P;. Si Yp = Yq, chaque Yg, rencontre un des Yp, en un ensemble infini, donc @Q; et P; sont associés.
Donc @ divise P, et de méme P divise @, cqfd.

*Bien siir, c’est aussi une conséquence du lemme des zéros de Hilbert, cf. le cours de Géométrie
algébrique*.
NP oP . . . R , oP .
(iv) Si Pet e sont premiers entre eux, Sing(Yp) C YpNYar est fini. De méme si P et e sont premiers
T x Y

entre eux. Reste le cas ou P a un facteur irréductible @) qui divise aussi DP. Ecrivons P = Q"R avec R
premier avec @, alors @ divise Q"' RDQ. Donc si n = 1, Q divise DQ, et comme deg(DQ) < deg(Q) — 1
et @ est irréductible, DQ = 0 soit () constant, contradiction. Donc n > 2, c¢’est-a-dire que P a un facteur
multiple.

(v) Puisque Rég(Yp) = P~1({0})NDP~(C*\ {(0,0)} est défini par une équation holomorphe régulicre,
et qu’il est non vide puisque C est algébriquement clos, c’est une courbe complexe lisse.

Montrons la densité de Rég(Yp) dans Yp. Quitte & faire un changement de variables affine on peut

n—1
supposer P(z,y) =y" + Z aj(z)y’ = Py(y). On a Yp = U {z} x P;1({0}). Soit (w0,yo) € Sing(Yp). La
j=0 zeC

continuité des racines d’un polynoéme en fonction des coefficients dit que

e pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que P, *({0}) est contenu dans le e-voisinage de P, '({0}) si
|z — x| < & : ceci par propreté de la projection P~1({0}) — C x {0}

e pour tout € > 0 assez petit, il existe § €]0, £[ tel que pour tout z € A(xg,d), P;1({0}) N A(yo,e) #0 :
en effet, P, |0A(yo,¢) a un indice autour de 0 égal & 'ordre du zéro yo de Py, donc P;|0A(yo, ) a le méme
indice si z — xg| < §, donc P, (A(yo,€)) contient 0.

Comme Sing(Yp) est fini, pour § > 0 assez petit Sing(Yp) N (A(zg,d) \ {z}) = 0, donc A(zg,e) X A(yo, )
rencontre Rég(Yp), cafd.

(vi) Nous prouvons la connexité de Rég(Yp) dans la section suivante.

9.5 Preuve de la connexité de Rég(Yp)

A un changement linéaire de coordonnées pres, on peut supposer que le terme homogene de degré
n—1

maximal n = deg(P) contient y", donc que P(x,y) = y" + Z a;(z)y’, avec de plus dega; < n —i. En effet,
i=0
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ce terme homogene est de la forme ¢ [~ (y — )z~ ™, il suffit de poser z = 2’/ + ey/, y = ¢ avec ¢ # 0,
1-— (6733 7é 0.

Lemme. Il existe K > 0 telle que |y| < K max(|z|,1) sur Yp.

Preuwve du lemme. En effet, si P(z,y) = 0, on a soit |y| < max(|z|+1), soit |y| > max(|z|,1). Dans ce dernier

cas, on a
lai(x)] < Cimax(jz[*™*,1) < Cily|" ™. max(|z|, 1),

d’ou
n—1 n—1
lyl < > lai(@)y ™" < Y Cimax(|a], 1),
=0 =0

donc dans tous les cas on a |y| < max(1,> C;). max(|z|,1).
Notons R = Rég(Yp). Considérons la projection # = x : R — C. Ses points critiques sont ceux ou

la tangente est verticale soit = 0. Par la version faible de Bézout, il forment un ensemble fini F', et
Y

7 1(m(F)) est aussi fini. Par le méme argument qu’en (iv), R\ 7~ 1(7(F)) est dense dans R, donc il suffit
de montrer que R\ 7~ !(7(F)) est connexe.

Soit C' une composante de R\ 7~ 1(7(F)). On considere la restriction 7¢ : C — C\ F. C’est une
application holomorphe sans point critique, et la propriété |y| < K(|z| + 1) montre qu’elle est propre, c’est
donc un revétement & d feuillets, avec d < n. Donc 7' ({z}) a toujours d éléments si x € C \ F), et si o;(x)
est leur i-itme fonction symétrique, c’est une fonction holomorphe de x. De plus, |o;(z)| < Cy(|z|¢ + 1),
donc par la généralisation du théoréme de Liouville les o;(x) sont des polynomes en z. Donc la fonction

d
fay = JI w-2=v"+> (Do {z})y""
sep-i({a}) i=1

est un polynéme f(z,y) € Clz,y]. Enfin, f~1({0}) N P~'({0}) contient C' donc est infini, donc P divise f
puisque P est irréductible, d’ott d = n et f = aP. Donc C C R C P~1({0}) = C, donc R est bien connexe.

Remarque. La preuve de la connexité de Rég(Yp) est presque la méme que celle du théoréme de Chow :
tout ensemble analytique fermé F' C ]P’Q((C) est algébrique. On se rameéne & montrer que tout ensemble
analytique fermé F € C? tel que |y| < K(|z|+ 1) sur F est algébrique.

9.6 Courbes projectives planes : partie réguliére, singularités

Définition. Une courbe projective plane projective est

XIA)' = {[.’E() LT Z.’EQ] € PQ((C) | ]S(Lﬁo,itl,l'g) = 0},

ol Pe Clxo : 21 : 2] est un polynéme homogene non constant, sans facteur multiple.

La propriété suivante se démontre comme dans le cas affine, en considérant les trois courbes affines
associées dans les trois cartes canoniques.
Propriété. Le polynome P est déterminé & un facteur constant pres par la courbe X5, Noter que puisque
P?(C) est compact, X5 est compacte.

On peut donc définir deg(X 5 = deg(P).

Courbes affines associées dans les trois cartes canoniques. Rappelons que P? (C) est équipé des trois
cartes canoniques

polln: o) = (2. 2) = @) = (. P = ()
ozl = (2,2) = ) = (1. )
erllio s ai ) = (22) = o) = (. D)
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Le polynéme P donne trois polynémes non homogenes :

Po(l',y) = P(x,y) = P(].,.’E,y) ) Pl(tau) = P(tal,u) ) PQ(’U,’LU) = P(v,w,l),
ce qui donne (en identifiant ¢y = Id)

Xp=YpUp ' (Yp) Uy (Yr,).

Si P n’est pas divisible par xzg, P est de degré d et détermine P par I'opération d’homogénéisation
~ xr1 T2
P(x0,x1,22) = 23 P( .

On note alors X 5 = Xp. Les polynomes Py et P, sont alors donnés par

1
Py(t,u) = th(? u

w 1
t) , Py(v,w) = viP(—,>).
De méme, si P nest pas divisible par z; (i = 1 ou 2), P; détermine P.

De plus, si P nest pas divisible par xg, X;\Xp = Xp ﬂIP’iO est fini (par application de la version faible
de Bézout dans U; et Us), et comme Yp, et Yp, n’ont aucun point isolé, on a la

Propriété. Si P n'est pas divisible par x, X5 est Uadhérence de Yp = P~1({0}) c C*.
Points a ’infini. On suppose P non divisible par zo, donc X5 = Xp. Les points de Xp sont
XpnPL ={(0,u) | P.(0,u) =0U{(v,0) | Pz(v,w) = 0}.
Ils correspondent aux directions asymptotiques de Xp, ceux dans U; étant celles qui sont non verticales et

ceux dans U, celles qui sont non horizontales.

Points singuliers et points réguliers. On définit
Sing(X5) = {[zo : z1 : 22] € P(C) | P(xo, 21, 32) = 0 et P(xq,x1,22) = 0}.

Les points réguliers sont Rég(X5) = X3) \ Sing(X5).

Propriétés. (i) Les points singuliers de X5 sont la réunion des points singuliers dans les trois cartes :

Sing(X = Sing(Yp) U ¢ ' (Sing(Yr,)) U ¢y ' (Sing(Y,)).

(ii) L’ensemble Rég(X5) est une courbe lisse conneze, donc une surface de Riemann. Démonstration. (i)
Cela résulte de la formule d’Euler exprimant ’homogénéité de P:

oP oP oP -

O e S 0, — dP(z2, 21, 2).
8560 + I 31‘1 + i) 81‘2 (Z() Z1 22)

oP
Donc si p = [xg : 21 : 23] € X5 NUj, p est singulier si et seulement si Frl 0 pour j # i, ce qui équivaut
T
au fait que @;(p) est singulier sur Yp,.

(ii) Cet ensemble est une courbe lisse puisque c’est vrai dans les trois cartes. Son intersection avec ces
cartes est connexe ou vide (si P = Az;), et si X rencontre deux cartes U; et U; (soit P # A6, Azj),
RégX5 N U; N Uj est non vide puisque les X5 N U; sont infinis et Sing(X7) est fini. Donc Rég(X5) est
connexe, donc c’est une surface de Riemann.

9.7 Etude d’une courbe projective plane prés d’un point singulier

Soit X5 C P?(C) une courbe projective, et soit py € Sing(Xp) un point singulier. L’étude de la courbe
dans un voisinage de pg est un monde en soi (cf. par exemple [Mi3], chap. 10, [Ko]), nous nous contenterons
ici de montrer les deux propriétés suivantes :
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Proposition. (i) Il eziste un voisinage U de X5, contenu dans Rég(Xp) U{po}), qui est la réunion d’un
nombre fini de composantes, appelées branches, Bl, -+, By, telles que

e chaque B; admet un homéomorphisme p; sur A, qui induit un biholomorphisme de B; \ {p;} sur A*.

e deux branches distinctes ne se rencontrent qu’en pg

Démonstration. On peut supposer pg = (0,0), donc P(x,y) = Py (z,y) + -+ + Py(z,y), décomposition en
composantes homogenes, avec P, # 0 et 2 < m < d puisque P(0,0) = 0 = DP(0,0). Le nombre m est la
multiplicité du point singulier. *Géométriquement, c’est le nombre d’intersections proches de Xp avec une
droite générique passant par un point proche de pg et différent de pg.*

Quitte & changer de coordonnées linéaires, on peut supposer que P, contient y™ [«pas de tangente
verticale»], donc en posant y = tx on a

k m m

P(z,y) =™t + Zaitmfi) =z™ H(t —q;) = H(y — a;T).

i=1 i=1 i=1

Toujours quitte & changer de coordonnées linéaires, on peut supposer max(ca;) < i. Et aussi que | P11 (2, y)+
4 Py(z,y)| < 2 max(|z|, |y|)**! si max(|z|, |y|) < 1. Donc si & > 0 est assez petit, tout point de (z,y) €

“1({0)) 1 (8.)? vérifie [y] < L]

oP
Comme P n’est pas équivalent a une puissance de y, P et — n’ont pas de facteur commun, donc

Jy
—1 aP —1 . . N . 8P
({0} n (8—y) ({0}) est fini. Donc quitte & diminuer €, on a i # 0 sur Cc \ {po}. Donc C. \ {po} est

une courbe lisse, & tangente non verticale, et la projection 7 : (z,y) — x induit une application holomorphe
sans point critique de B \ {po} dans A.

1
a propriété |y| < §\x| montre que 7 envoie C: \ {po} dans A* et est propre. C’est donc un revétement
fini (pas forcément connexe). D’apres la classification des revétements connexes du disque épointé, C. est
donc une réunion disjointe de composantes connexes C1, - - -, Cj, biholomorphes & A*| telles que C;, 7|C;, A*)
est isomorphe & (A*, 2% A*).
Comme |y| < 3|z|, l'adhérence de C; dans (A.)? est B; = C; U {(0,0)}.
Enfin, par construction on a B; N B; = {po}-

*Complément. Le point pg est vraiment singulier, plus précisément un au moins des deux cas suivants se
produit :

e k> 1 c’est-a-dire qu’il y a plusieurs branches

e une des branches B; n’est pas une sous-variété complexe.*(ii) Si k = 1 et que la seule branche Bj est
une sous-variété complexe, sa tangente est non verticale donc elle est localement un graphe y = f(z),

avec [ holomorphe et f(0) = 0. On peut supposer que la composante de degré maximal P; contient le
d

terme y¢. Considérons P(x,y) = y® + Z ai(x)y?" comme un élément de C{x}[y], ott C{z} désigne les
i=1

séries convergeant au voisinage de 0. On peut faire la division euclidienne de P(z,y) par y — f(z), et
comme P(z, f(z)) = 0 on trouve P(z,y) = (y— f(2))Q(z,y), avec Q(z,y) € C{x}[y]. On peut appliquer
le raisonnement de (i) & Q(x,y), qui est holomorphe et dont la plus petite composante homogene est de
degré k — 1 et contient y*~! : pour ¢ > 0 assez petit, Q~1({0}) N (A.)? contient une branche By. Par
hypothese cette branche coincide avec By, donc y — f(x) divise encore Q(z,y) dans C{z}[y]. Continuant
ainsi, on arrive & P(x,y) = (y — f(x))™, ce qui implique f(z) € Clz] et contredit le fait que P est
irréductible.

Remarques. 1) On a en fait un énoncé beaucoup plus précis (Newton 1676, Puiseux 1850, cf. [Br-K] pp
370-454). Si 'on suppose comme ci-dessus que py = (0,0) et que la composante homogéne minimale de P
o (1) 4n N * ATl
nep, n ") ot p; € N7, la série

converge localement et le pgcd de p; et des entiers n tels que an) # 0 est 1. Autrement dlt B; est le graphe

contient une puissance de y, chaque branche B; est 'image de t — (tPi,>"

de la série (dite de Puiseux) Z a,, Davi. De plus, s’il n’y a qu’une seule branche y = Z anx %, alors p > 1
n=pi n=p
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donc on a un point de rebroussement. Noter que chaque branche a une tangente, donnée par y = a,,x.
Newton a de plus décrit un algorithme («polygone de Newton») pour trouver toutes les branches et les séries
associées.

2) On peut avoir P~1({0}) localement homéomorphe & C méme si (0,0) est un point singulier. Exemple :
P(x,y) = y*>—23, Xp est homéomorphe & C via t — (t2,¢%). Mais P~1({0}) n’est alors jamais une sous-variété
localement plate c’est-a-dire qu’on n’a pas d’homéomorphisme de couples (U, P~ ({0} N U) ~ (C?,C). En
fait, intersection de P~1({0}) avec n’importe quelle petite sphere topologique S entourant zéro est nouée.
Dans le cas de y? — 23, l'intersection P~1({0}) N S2 est le nceud de trefle, cf. [Br-K] p. 223.*

9.8 Modeéle non singulier d’une courbe algébrique plane
Soit Xp C P*(C) une courbe plane irréductible. On a vu que Sing(Xp) est un ensemble fini tel que
Rég(Xp) = Xp \ Sing(Xp) est une surface de Riemann et que tout point p € Sing(Xp) a un voisinage U,
tel que U, \ {p} = Hfil Cpisi=1,---,k,, ot Cp; est muni d’un biholomorphisme ¢, ; sur A*.
On pose
Xp=Xp I {zp,i}
p€Sing(Xp),1<i<p

~

et on prolonge ¢, ; par 0 en x,; pour définir @, ; : Cp; = Cpi U{xp,;} — A. On complete ainsi un atlas
hAolomorphe de Xp en un atlas holomorphe de X p. La structure de surface de Riemann ainsi définie sur
Xp est indépendante du choix des U,. Cette surface est munie d'une application holomorphe naturelle
X p — Xp qui est I'identité sur Xp. Cette application est propre puisque sa restriction a chaque ouvert
du recouvrement fini Xp U, ; Cp; est propre. Donc Xp est compacte.

Définition. Tout couple (X, f), out X est une surface de Riemann compacte et f une application holomorphe
de X dans Xp, qui est est isomorphe & (Xp, ), est appelé modéle non singulier de Xp.

* Proposition. Le couple (X, f) est un modéle non singulier de Xp si et seulement si F = f~'Sing(Xp) est
fini et f induit un isomorphisme entre X \ F et Rég(Xp).

Démonstration. La condition est clairement nécessaire, montrons qu’elle est suffisante. Si (X, f) vérifie cette
condition, 'application ¢ = 7! o f est un isomorphisme de X \ F sur Xp \ 71(Sing(Xp)) = Xp \ F.
Il faut montrer qu’il se prolonge en un isomorphisme de X sur X p. Il suffit de montrer qu’il se prolonge
holomorphiquement, son inverse se prolongera par le méme argument.

Le fait que g s’étend holomorphiquement résulte du

Lemme. Une application holomorphe injective h : A* — X dans une surface de Riemann compacte s’étend
holomorphiquement en 0.

Preuve du lemme. 11 suffit de montrer qu’elle s’étend continiiment (une fonction continue, holomorphe hors
d’un point, est holomorphe). On munit X d’une métrique riemannienne conforme, d’ou une forme d’aire w.

L’injectivité de h implique /h*w < / w < 400. Soient
X

2
0(r) = long(h(9A,) = / Pl (re?|d

0
r 2
a(r) = aire(h(AY)) :/ sds/ ||R/ (se®||2df.
0 0

Par Cauchy-Schwarz,

27 2
a/(r) _ 7"/ ||h/(7’6i9||2d0 > 6(7’) )
0

2mr

1 2
Puisque a(1) = / a’(r)dr est fini, il existe une suite r,, — 0 telle que

reste borné, donc £(r,) — 0.
™y

0
La courbe h(0A,,) borde donc un disque D,, dont le diametre tend vers 0, et h(A ) est disjoint de 9D,
donc contenu dans D,, ou dans son extérieur. Mais ce dernier cas est impossible pour n assez grand car les
h(Aj ) forment une suite décroissante.

Donc diam(h(Aj ))) — 0, et comme X est complete cela veut dire que A s’étend continiiment en 0.
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Remarques. 1) L’hypothése d’injectivité peut étre remplacée par la finitude de laire de 'image (comptée
avec multiplicités). Le lemme demeure vrai si X est une variété complexe compacte de dimension quelconque,
voire une variété presque complexe. Sous cette forme, il joue un réle important dans la théorie des courbes
pseudo-holomorphes de Gromov.

2) Du point de vue de la géométrie algébrique, un modele non singulier est caractérisé par le fait que 7 est
un isomoprhisme birationnel, cf. [Fu] p.180.
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10 Genre d’une surface de Riemann compacte, théoréme de Riemann-Roch

10.1 Diviseurs, diviseurs principaux, groupe de Picard, diviseur canonique

Définitions. Soit X une surface de Riemann compacte. Un diviseur sur X est une somme formelle finie
Z npP, ou np € Z. Autrement dit, c’est un élément de Z(D), I’ensemble des fonctions de X dans Z a
PeX

support fini. L’ensemble des diviseurs forme donc un groupe abélien noté Div(X) C zX, qui est librement
engendré par les points de X. Le diviseur associé au point P sera noté P ou (P).

Soit D = Z npP un diviseur sur X. Son degré en un point P € X est np, autrement dit sa valeur
PeX
si sa valeur en P si D est vu comme une fonction sur X. On note supp(D) = {P € X | degp(D # 0} le
support de D. Si degp(X) > 0 pour tout P € X, D est dit effectif, on note D > 0.

Le degré de D est deg(D) = Z degp(D), la somme étant finie par définition. On obtient ainsi un

PeX
morphisme surjectif de groupes deg : Div(X) — Z, son noyau est noté Divy(X).

Si f est une fonction méromorphe nulle, on définit son diviseur

div(f)= Y degp()P— > degp(f)P.
Pef=1({0}) Pef=1({oc})

L’application f +— div(f) est un morphisme du groupe multiplicatif M*(X) dans Div(X). Son image est
le sous-groupe Divprine(X) des diviseurs principauz. Le quotient Div(X)/Divprine(X) est appelé groupe
de Picard de X, et noté Pic(X). Deux diviseurs qui different d’un diviseur principal sont dits linéairement
équivalents.

Soit f € M*(X). Alors Z degp(f) = Z degp(f) = deg(f), donc deg(div(f)) = 0, donc
pef-1({0}) Pef=1({oc})
Divprine(X) C Divy(X).

Diviseur d’une différentielle méromorphe, diviseur canonique. Soit w € MY une différentielle
méromorphe non nulle. Si P € X, on a w = f(z)dz dans une carte holomorphe centrée. On pose degp(w) =

degp(f), c’est clairement indépendant de la carte. Le diviseur de w est div(w) = Z degp(w)p.
Pex
Si w’ est une autre différentielle méromorphe non nulle, il existe f € M*(X) telle que v’ = fw, donc
div(w’) — div(w) = div(f) € Divprine(X). Donc la classe [w] € Pic(X) est bien définie. Tout représentant de
cette classe est appelée un diviseur canonique de X, ou par abus de langage, le diviseur canonique de X. On
le note K x.

10.2 Espaces de fonctions et de formes a péles controlés et a zéros imposés

Notations. Soit X une surface de Riemann compacte, et soit D € Div(X). On définit Lx (D) ou L(D),
Pespace des fonctions méromorphes f telles que div(f) + D > 0. Autrement dit, f € £(D) équivaut a
I’ensemble des trois propriétés suivantes :

e f est holomorphe sur X \ supp(D)
e si P € supp(D) et degp(D) =np >0, f a au plus un péle d’ordre np en P
o si P € supp(D) et degp(D) =np <0, f a un zéro en P d’ordre au moins |np|.

En particulier, Lx(0) = O(X) = C. Si Lx (D) est de dimension finie (on verra que c¢’est toujours le cas), on
note {x (D) ou ¢(D) sa dimension.

Ensuite, on définit Q% (D) ou Q(D), I'espace des différentielles méromorphes w telles que div(w)+D > 0.
En particulier, Q% (0) = Q.
Propriétés (évidentes).

(i) Si f est une fonction méromorphe non nulle, Uapplication g — fg est un isomorphisme de L(D) sur
L(D +div(f)). Donc la classe d’isomorphisme de L(D) ne dépend que de la classe [D] € Pic(X), donc

(D) = (D).
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(i) Si f est une fonction méromorphe non nulle et w une différentielle méromorphe non nulle, div(fw) =
div(f) + div(w).

(ii) Siw est une différentielle méromorphe non nulle, Uapplication f — fw est un isomorphisme de Lx (D +
div(w)) sur Q% (D).

(iii) Si Kx est le diviseur canonique, on a un isomorphisme Lx (D+Kx) ~ QY(D). En particulier, L(K x) =~

10.3 Théoréeme de finitude, définition du genre

Théoréme. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X .

(i) L’espace Lx (D) est de dimension finie. Plus précisément, on a

{x (D) < max(deg(D) + 1,0).

(ii) L’espace Q% (D) est aussi de dimension finie.
Démonstration. (1) Si f € L(D) \ {0}, deg(div(f) + D) = deg(D) > 0. Donc si deg(D) < 0, {(D) =0 =
max(deg(D) + 1,0).

Ensuite, si deg(D) > 0, en prenant Py, - - -, Py € X \supp(D) distincts avec N = deg(D)+1, 'application
d’évaluation

fEeLD) = (f(P),--. f(Py)) €CY

a pour noyau L(D — (Py + -+ + Py)) = {0}, donc dim £(D) < N = deg(D) + 1.
(ii) Cela résulte de (i) et du fait que si w est une différentielle méromorphe non nulle, f +— fw est un

isomorphisme de £x (div(w) + D) sur Q% (D).

Définition. Si X est une surface de Riemann compacte, son genre (au sens d’Abel) est
9(X) = gx = dim Q,

la dimension de D’espace des différentielles holomorphes (ou : de premiére espece). Noter qu'on a aussi
9(X) = {(Kx).

10.4 Isomorphisme entre H'(X,R) et les formes harmoniques

Soit X une surface de Riemann, compacte ou non. Rappelons que si H! (X, R) désigne 'espace des formes
harmoniques réelles, on a un isomorphisme Q% ~ H'(X,R) donné par w — Re(w). Si X est compacte de
genre g, on a donc

1
g = dime(Q%) = 5 dimz HY(X,R).

QYX,R) | da =
On note H*(X,R) = {a € dé’OO’(X), !R)a 0} le premier groupe de cohomologie de de Rham. Puisque toute
forme harmonique est fermée, on a une application naturelle ix : H'(X,R) — H'(X,R). Puisque X est

compacte, toute fonction harmonique est constante, donc iy est injective.

L’énoncé suivant est un cas particulier du théoreme général de Hodge que sur une variété riemannienne
compacte I'inclusion des formes harmoniques dans la cohomologie de de Rham est un isomorphisme.

Théoréme. Soit X une surface de Riemann compacte. Alors toute classe de cohomologie dans H'(X,R)
admet un représentant harmonique. Donc ix : H'(X,R) — H'(X,R) est un isomorphisme. Donc

dimgp H'(X,R) = 2¢g(X).
Démonstration. On va trouver le représentant harmonique par minimisation d’une intégrale de Dirichlet. La
preuve est semblable a la construction d’un potentiel dipolaire, mais beaucoup plus simple puisque X est

compacte et qu’on n’a pas a renormaliser I'intégrale de Dirichlet.
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Soit ap € (X, R) un représentant de la classe donnée, on cherche une forme harmonique o = g + du
ot u € C*°(X,R). Pour u,w € C(X,R), notons

Doy (1) = llao + dulFiacry = [ [ o+ au?

Dy, (u,w) = {ap + du, dw) r2(x) = // (g + du, dw).
X

On a donc la propriété
Doy (u+w) = |lag + du + dw|[72(x
= ||a0+du|\L2 )+ 2(a0 + du, dU}>L2(X)+||dUJ||L2
= Dy, (u) + 2D;D(u,w) + Dx (w).
Le principe de Dirichlet dans ce cas s’énonce ainsi.

Proposition. Soit u € C?(X,R). Sont équivalents :
(i) o + du est harmonique
(ii) w minimise Do, sur C*(X,R)
(iii) Pour tout w € C*(X), on a Dl (u,w) = 0.
Démonstration. (i) < (iii) Si w € CY(X,R), on a, en posant a = ag + du :

’O(U,w)://x(a,dw):// dw/\*a:// d(w *a) — wd(*a)
// wd(*a) par Stokes.

Ceci est nul pour tout w si et seulement si d(xa) = 0. Puisque da = 0, ceci équivaut au fait que « est
harmonique.

(i) < (iii) (ii) équivaut a : pour tout w € C*(X,R), la fonction ¢ — Dy, (u+ tw) = Dy, (u) + 2tD), (u, w) +
2Dy, (w) a un minimum en 0. Puisque Dx (w) > 0, ceci équivaut & (iii).

Remarques. En fait, comme avant cette proposition est vraie des que u est de classe C.
Preuve du théoréme. On considére une suite minimisante (u,,) de classe C? pour D,,, c’est-a-dire

lim Dag (n) = c2l(r)1(fR) Dao = cll&fR) Doy =:d.

Nous allons trouver une fonction u € C*°(X) telle que o+ du est harmonique et du,, converge vers du dans
L2QY(X).

1) On montre d’abord la propriété de suite de Cauchy L?. La formule du parallélogramme

o — OéJrﬁ
H H L2x) (Ha||2L2(X) + HﬂHZL?(X))
implique .
Up + U,
[dun — duu|[72(x) = 2(Daag (tn) + Dy (tm)) — 4Dy (~5—7).

Or Dy, (un) et Dy () tendent vers d, et Dy, (“25%=) > d. Donc le terme de droite tend vers 0, cgfd.

2) Soit ¢ un point de X. Il est contenu dans l'intérieur d’un disque conforme lisse D C X. Sur D, «aq est
exacte, ag = dvg. Comme en 4.7, en utilisant le corollaire de la section 4.1, on peut trouver , € C?(X,R)
telle que Dp (v + uy) < Dp(vo + up), Uy = uy, hors de D, et vy + @, est harmonique sur D,,, ot D,, est un
sous-disque conforme de D tel que D,, C Int(Dy41) et |, ey Dn = Int(D). On a

Do (i) = D (9 + i) + / / o + dt] > < Doy (11),
X\D

donc (@) est encore une suite minimisante pour D, , donc d(@,, — u,) tend vers 0 dans L?(X), et a fortiori
dans L?(D). Puisque (du,) est une suite de Cauchy dans L?(D), il en est de méme de (du, ). Exactement
comme en 4.7, le controle des normes C* des fonctions harmoniques par I'intégrale de Dirichlet implique que
ag + du,, converge dans L?Q'(X) vers une forme harmonique o, et aussi que o — o est exacte. Ceci achéve
la preuve du théoreme.
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10.5 Majoration de ¢(D + D’)

Proposition. Soient D et D' deux diviseurs sur X compacte, avec D effectif. Alors
(D + D’) < deg(D) + £(D’).

k
Démonstration. Ecrivons D = Zdipi avec les P; distincts, d; € N* et > d; = deg(D). Fixons des cartes
i=1
holomorphes centrées z; en les P;. Soit d; = deg,, (D). Si f € L(D+D’), z4i+d; f st holomorphe en z;, donc
on peut définir T}, (f) € Cq,—1[2;], son développement de Taylor de degré d; — 1 en z;. Alors l'application
d’évaluation

k
f € LD+ D) = (T, (£), . T (£)) € [] Carmalz] = €2
i=1
a pour noyau £(D'), donc

(D + D') = dim £(D + D') < deg(D) + dim £(D') = deg(D) + ¢(D’).

10.6 Minoration de ¢(D)

Théoréeme (Riemann). Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X de genre g. Alors
(D) > deg(D)+1—g.

Corollaire. Il existe toujours une fonction méromorphe non constante de degré au plus g + 1.

g+1
Démonstration. On suppose d’abord D positif et de degré d > g + 1. On écrit D = ZdiPi avec les P;
i=1
distincts, d; € N* et > d; = d. Pour 1 < i < g+1,1 < j < d;, on sait qu’il existe une différentielle
méromorphe sans résidus, ayant exactement un pole d’ordre 5 + 1 en P; et holomorphe ailleurs.

Lemme. Si MY57(X) est l'espace des différentielles méromorphes sans résidus («de seconde espécey), la
Ml,ST(X)

dimension complexe de ——————"——
b AM(X)) & QL

est au plus g.

Ml,sr(X)

m est de

Preuve du lemme. Puisque Q% N d(M(X)) = {0}, il revient au méme de prouver que
dimension complexe au plus 2g.

Soit w € MbYs7(X), de poles Q1, -+, Q. Au voisinage de chaque pole Q;, choisissons une carte holo-
morphe centrée z; définie sur U; et ’envoyant sur As, de sorte que les U; soient disjoints. Alors w admet une
primitive méromorphe u; sur U;. Soit p : Ry — [0, 1] de classe C* qui vaut 1 hors de [0, %] et 0 pres de 0.
Alors la forme @ qui vaut w hors des U; et d(p(|z;|)u;) sur U; est lisse. De plus, @ € Q!(X,C) et dw = 0.

On a ainsi associé & w une forme fermée @ € Q(X,C) telle que @ — w est exacte, c’est-a-dire de la

forme df ou f est localement la somme d’une fonction C* et d’une fonction méromorphe. Donc la classe

- Ml,ST X

[©] € HY(X,C) est bien définie et ne dépend que de la classe d(./\/l(gf);’ et I’'on obtient ainsi une application
o MbsT(X) 1 D . . - ,
linéaire de W dans H'(X,C). Cette application est injective, car si w est exacte, w = W — df Dest

aussi. Donc
) Lsr(X) . 1 A 1
) = = 2g.
dim¢ AM(X)) < dim¢ H (X,C) = dimg H (X, R) = 2¢g
Ml,sr(X)
d(M(X))

*Remarque. En fait cette application est un isomorphisme. Le groupe est appelé groupe de de

Rham algébrique, cf. [Gr-Ha] p.453 sqq.*
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M

Fin de 1 du théoréme. Les cl iil € o AT
in de la preuve du théoréme. Les classes |w; ;] AM(X)) & 0%

sont en nombre Z d; = d. D’apres

le lemme, il existe d — g relations linéaires

Z )\Z(.’Tj)wi’j = df(r) + Wi,

(2%

olt w; € Q% qui sont indépendantes c’est-a-dire : si (u(V),---, u(@=9)) € C*9\ {0}, il existe un (i, 5) tel que
d—g d—g
Z M”AE? # 0. Donc la forme Z ,u(r)df(’”) est non nulle, donc la fonction 3 p("df(") est non nulle, donc

r=1 r=1
d—g

la fonction ZH(T)f(T) est non constante. Comme elle est dans £(D), on a montré que £(D) contient les
r=1
fonctions linéairement indépendantes 1, f(V), ... f(@=9) cqfd.

Dans le cas général, il existe D effectif tel que D + D’ est effectif, et de degré > g + 1. D’apres 1) et la
majoration deg(D + D’) < ¢(D) + deg(D’), on a

(D) > (D + D') — deg(D') > deg(D+ D) + 1 — g — deg(D’) = deg(D) + 1 — g.

Preuve du corollaire. Soit D un diviseur effectif de degré g + 1. Le théoréme donne (D) > 2, donc il
existe une fonction méromorphe non constante telle que div(f) + D > 0. Donc

deg(f)= Y  degp(f) <deg(D)=g+1.
Pef1({o])

k

Remarque. Si D = Z d; P; avec les P; distincts et Z d; = g+1, on a trouvé une fonction ayant en chaque
i=1

P; au plus un poéle d’ordre d;, et pas de poéles ailleurs. Par exemple, pour tout P € X il existe une fonction

méromorphe ayant au plus un pole d’ordre g+1 en P et pas de pdle ailleurs. Et si P, - - -, pg41 sont distincts,

il existe une fonction méromorphe ayant au plus un pole simple en chaque P; et pas de pole ailleurs.

10.7 Surfaces de genre zéro
Théoréme. Toute surface de Riemann compacte de genre zéro est biholomorphe a IF’l((C). On dit aussi
qu’elle est rationnelle.

Démonstration. D’apres la section précédente, une telle surface X admet une fonction méromorphe f non
constante avec au plus un pole simple. Comme application de X dans ]P’l((C), elle est donc de degré un
c’est-a-dire un isomorphisme.

Proposition. Si X est de genre zéro, (D) = max(0,deg(D) + 1).

Démonstration. Ceci résulte de la majoration £(D) < max(0,deg(D) + 1) et de la minoration ¢(D) >
deg(D)+ 1 — g =deg(D)+ 1 de 10.6.
k
Ezercice. Si X =P'(C) et D = Z di(2;) + deo(00) avec z; € C, décrire explicitement L£(D).
i=1

Corollaire (théoréme de Liiroth, version géométrique). Soit X une surface de Riemann admettant
une application holomorphe non constante f : P*(C) — X. Alors X est biholomorphe a P*(C).

Démonstration. D’abord, X est compacte puisque f est ouverte et fermée donc surjective. Soit w € QL
alors f*w € QHIJ,I(C), donc f*w = 0, donc w = 0 puisque df est presque partout non nulle. Donc Q% = 0,

cest-a-dire que X est de genre zéro, donc X ~ P*(C).

10.8 Théoréme de Riemann-Roch

Remarque. Soit D un diviseur sur une surface de Riemann compacte X. Nous avons vu que deg(D) ne
dépend que de [D] € Pic(X). Donc (D + Kx) est bien défini.
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Théoréme de Riemann-Roch. Pour tout diviseur D sur une surface de Riemann compacte X de genre
g, on a
D) —4(Kx — D) =deg(D)+1—g.

Démonstration. Traitons d’abord le cas ot g = 0, soit X = ]P’l((C). Alors Q% contient la forme dz qui a un
pole double en l'infini et aucun zéro, donc deg(Kx) = —2 = 2g — 2. Distinguons deux cas :

e deg(D) > —1 : alors £(D) = deg(D) + 1 et {(Kx — D) =0, donc
UD)—U(Kx —D)=deg(D)+1=deg(D)+1—g
o deg(D) < —1:alors {(D) =0 et {(Kx — D) =deg(Kx — D)+ 1= —deg(D) — 1, donc
UD)—UKx —D)=0—(deg(D) —1) =deg(D) + 1 =deg(D)+1—g.
Supposons maintenant g > 1. Considérons la fonction
f(D) = (D) - U(Kx — D) — deg(D).

11 s’agit de montrer que f(D) =1 — g. Le point clé est le
Lemme. Si D € Div(X) et P€ X, on a f(D+ P) < f(D).

Preuve du lemme. On a
f(D+P)— f(D)= (D +P)— D))+ ({(Kx — D) —{(Kx — D —p)) — 1,

et les deux premiers termes & droite sont dans {0,1} d’apres la majoration ¢(D + D’) < ¢(D) + deg(D’).
Il faut donc montrer qu’ils ne sont pas tous les deux égaux a 1. Mais ceci voudrait dire qu’il existe f €
L(D + P)\ L(D), et w € QY (=D) \ Q}(=D — p), ce qui implique que fw € Q}(P)\ QL : une telle forme
aurait une somme des résidus non nulle, ce qui est impossible.

Ensuite, on prouve successivement les propriétés :

1) Ona f(0) =1— g : en effet,
f(0) = €(0) —6(Kx) —deg(0) =1-g—-0=1—g.

2) Si deg(D) > deg(Kx), f(D) > 1— g. En effet, deg(Kx — D) < 0 donc /(Kx — D) = 0. Et (D) >
deg(D) + 1 — g d’apres 10.6. Donc

f(D) = deg(D)+1—-g—0—deg(D)=1-y.

3) Sideg(D) >0, f(D)=1—g:en effet, f(D) >1—g d’apreés 2). Et ¢(D) > deg(D) +1— g > 0, donc
D est linéairement équivalent & D’ effectif, donc f(D) = f(D’). Enfin, d’aprés le lemme, f(D') <1—g,
donc f(D)=1-g.

4) On a f(D) > 1 — g pour tout D : en effet, deg(D + nP) > max(deg(Kx),g) pour n assez grand, donc
f(D) > f(D+nP)=1- g d’apres le lemme et 3).

5) SiD >0, f(D)=1—g:eneffet, f(0)=1—g> f(D) >1— g d’apres 1), le lemme et 4).
6) On a deg(Kx) =2g — 2 : en effet, Kx > 0 puisque g > 1, donc

1—g=f(Kx)={0Kx)—{0)—deg(Kx) =g —1—deg(Kx).

7) Si deg(D) <« 0, f(D)
deg(Kx — D)+ 1 — g, donc

1 —yg : en effet, £(D) = 0 et deg(Kx — D) > 0, donc {(Kx — D) =

f(D) =0—(deg(Kx — D) +1—g) —deg(D) = —deg(Kx) +g—1=1-g.
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Fin de la preuve. Si D est quelconque, on a f(D +nP)=1—g= f(D — nP). Le lemme donne enfin

1—g=f(D-nP)>f(D)> [(D+nP)=1-g.

10.9 Premiers corollaires de Riemann-Roch

Théoreme 1. (i) Le degré du diviseur canonique est deg(Kx) = 2g — 2.
(i) Si g =1 toute différentielle holomorphe non nulle est non singuliére (n’a pas de zéros).

Démonstration. (i) On 1’a obtenu au cours de la preuve. Cela résulte aussi du théoréme appliqué & D = Kx :
U(Kx)—L0) =g—1=deg(Kx)+1-g,

d’otu la valeur de deg(Kx).

(ii) On a deg(Kx) = 0, donc si w est une différentielle holomorphe non nulle, div(w) = 0 c’est-a-dire
que w n’a pas de zéros.

Théoréme 2 (Riemann). Sideg(D) >2g—1, {(D)=deg(D)+1—g
Démonstration. On a deg(Kx — D) < 0 d’apres le théoreme 1, donc £(Kx — D) =0, d’ou

UD)=40Kx —D)+deg(D)+1—g=deg(D)+1—g

Théoréeme 3 (formule de Riemann-Hurwitz). Soit f : X — Y est un revétement ramifié entre deux
surfaces de Riemann compactes. On note

R = > (degp(f)— 1P,

PeR(f)

appelé diviseur de ramification. Alors

29x — 2 = deg(f)(2g9y — 2) + degR(f)
= deg(f)(29y —2)+ Y (degp(f)—1).

PeR(f)

Démonstration. Soit w € Q3 non nulle. Pour tout P € X, il existe des cartes holomorphes centrées z en
P et w en f(P) telles que f soit donnée par w = 2*, k = degp(f) et w = widw, j = degs(py(w). Donc
frw = k2FUTD=14z d’on

degp(f'w) =k(j +1) — 1 =degp(f).(degppy(w) +1) — 1.

Puisque f*w est une différentielle méromorphe non nulle sur X, on a

2gx — 2 =deg(f*w) Z degp(f degf(P)( w)+1)—1)
PeX

=Y (X degp(h)desqw)+ Y (degp(f) 1)

QeY  Pef~r({Q}) pex

= Z deg(f) degg(w) + Z (degp(f) —1)

QeY PeX
=deg(f) Y degg(w)+ Y (degp(f)—1)
QeY PER(f)
= deg(f) deg(w) + deg R(f)
= deg(f)(2g9y — 2) + degR(f).
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10.11 Formule du genre d’une courbe plane lisse

Théoréme. Soit X5 C P?(C) une courbe projective plane lisse (donc irréductible), de degré d. Alors son
genre est
(d—1)(d—-2) d(d—3)

- - 1.
g 2 5 T

Démonstration. (i) Traitons d’abord les cas d = 1,d = 2. Sid = 1, X; est toujours lisse, c’est une droite
(d—1)(d-2)
2
conique non dégénérée. Si elle est lisse, elle est biholomorphe & P* (C) : fixant pg € X 5 qu’on peut supposer

projective [géométriquement et biholomorphiquement] donc g = 0 = . Sid =2, X5 est une

égal & (0,0) € C?, lapplication ¢ : (z,y) € X5 ¥ e P!(C) [géométriquement une projection centrale] est
x

un biholomorphisme, car la droite y = ¢tz coupe la conique en deux points, I'un étant (0,0), donc lautre est
fonction rationnelle de t.

On suppose maintenant d > 3. La courbe est déterminée par P(x,y) = ﬁ(l,x,y), puisque P est

x
5p différentielle méromorphe non nulle. Nous allons
By
montrer qu’elle est holomorphe non nulle, et calculer son nombre de zéros (avec multiplicités) deg(w), que

nous savons par ailleurs étre égal a 2g — 2.

irréductible donc non divisible par zg. Soit w =

oP oP d
Puisque dP = a—da: + a—dy s’annule sur Xp, on a w = —%. Comme dP ne s’annule pas sur
x Y o
2 ) I. oP OP
Xp NC* = Yp, et que x (resp. y) est une coordonnée holomorphe si e # 0 (resp. s # 0), w est
Y r
holomorphe et non singuliere sur Yp.
Reste a voir ce qui se passe & 'infini. Quitte & remplacer P(zx, ar (1 +ey)?P avec
v qui se p Q p (z,y) par (1 +¢ey) (1+€y,1+€y)v
e # 0 assez petit (ce qui revient & remplacer la droite & l'infini par (y = —e~!)), on peut supposer que la
d
composante homogene de degré d est de la forme A H(y — a;x) avec les a; distincts. Géométriquement, les
i=1

1
points de Xp NPL sont différents de [0: 0 : 1] et transverses. Si (t,u) = (-, g) sont les coordonnées de Uy,
zx

on a
d

1 u
—_dprZ 2y — s
Py(t,u) =t P(t’ t) =\ Ul(u a;) + tQ(t, u).
Donc les points a l'infini de Xp sont tous dans Uy, donnés par ¢t = 0,u = a4, - - -, ag. Ils sont au nombre de

d et pour chacun d’eux, ¢ est une carte holomorphe centrée.

1 1
Par ailleurs, écrivant (z,y) = (g, %), P(z,y) = 2P (=, Q) = 2?Py(t,u), il vient
x’x
_ oP 10P _a0P1
dv = —t72dt , — =% ———(t,u) =t""4—(t
- G —at s B ) = 1S ),
donc
dx d_g dt
w=or =1 o
oy ou

Puisque la forme est holomorphe et non singuliere sur U, w est non singuliere partout si d = 3, et si

or,
ou
d = 4 elle a pour zéros les points de X N Pio, qui sont au nombre de d et d’ordre d — 3. Dans tous les cas,

ona
deg(div(w)) = d(d — 3) = 2g — 2,

ce qui donne la formule annoncée.
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*Genre d’une courbe plane quelconque. Soit Xp C IP’Q((C) une courbe algébrique plane irréductible, de degré
d. Le genre du modele non singulier Xp est

pESing(P)

ol 0, € N*, avec J,. Le nombre ,, admet les descriptions suivantes :

o (M. Noether) ¢, est le nombre de points infiniment proches de p, c’est-a-dire les points des Y; N E;
ou Y; est la j-ieme transformée stricte de Xp et E; le j-ieme diviseur d’éclatements, dans une suite
d’éclatements (blowing ups, o-processes) désingularisant le point p : cf. [Br-Kn] p.475 sqq et 614 sqq,
ou [Ko] p.26 sqq.

® J, est le nombre de points doubles proches d’une déformation générique de Xp. Plus précisément,
supposant que p n’est pas a l'infini, §, est le nombre de solutions de P(x,y) = ¢ qui sont proches de p,
pour un ¢ € C non nul avec |¢| assez petit pour qu’en particulier € soit une valeur réguliere. Voir [Mi3],
p-85 sqq.

e (J. Milnor, cf [Mi3] p.93 sqq) : si Xp a une seule branche en p, §, = %u ol u est le nombre de

VP
Milnor c’est-a-dire le degré de W : Sg’ — 5% pour € > 0 assez petit (on suppose que p n’est pas
(oo}
a linfini). [Attention, Milnor 'appelle multiplicité]. Si (¢%°, Z)\jt“j) est un paramétrage de Puiseux,
=1
. J
0= Z(aj —1)(D; — Dj_1), D; = pged(ao, a1, -,aj-1). Si Xp a r branches By, ---, B, donnant les
j=1

T
nombres 61, -, 0., On a dp = Z 0 + Z d;,5, ou 0; ; est la mutliplicité d’intersection entre B; et B; en

i=1 i<j
p.
Cas particuliers :
: ; X r(r—1)
e Sip a r branches lisses et deux a deux transverses, ¢, = —
_ . . r(r—1)
e Si p a r branches non toutes lisses ou non deux & deux transverses, 6, > —

e Si p est un point cusp ordinaire [point de rebroussement de premiere espece], soit P(z,y) ~ y? — 23 +
O(ll(@,)l|*), on a b, = 1.

e Si p est un cusp généralisé, soit P(z,y) ~ y* —2® + O(||(z,)||>T!) avec 1 < a < b et a, b premiers entre
(a—1)(b—1)
—

eux, 0, =
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11 Courbes elliptiques

11.1 Réalisation d’une surface de genre un comme cubique plane

Notation. Si a,b,c € C sont distincts, on pose Cy . = Xp ott P(z,y) =y*> — (z — a)(z — b)(x — ¢). Cette
courbe est irréductible, sa partie finie Yp est lisse puisque a, b, ¢ sont distincts. Elle est aussi lisse & I'infini,

1
puisqu’elle a un seul point & l'infini, pg = [0: 0 : 1], et que dans les coordonnées (t,u) = (f, =), po a pour
yy

coordonnées (0,0) et ’équation de Xp devient Py(t,u) = 0, ou

t 1 1 t t b
Pi(t,u) = u*P(—, =) = v (=2

- )(5—5)) — u— (t — aw)(t — bu)(t — cu).

Notons que t est une carte holomorphe centrée en [0: 0 : 1].

Théoréme. Soit X une surface de Riemann compacte de genre un. Il existe a,b,c € C distincts tels que X
est isomorphe a la cubique Cqp .. On peut imposer a+b+c = 0.

Démonstration. Nous savons que X admet une fonction méromorphe f de degré au plus 2, en fait exactement
2 sinon X serait biholomorphe & P*(C) donc de genre zéro. Par Riemann-Hurwitz, cette fonction a une
ramification totale de 4, et les ramifications sont simples, donc il y a 4 valeurs critiques distinctes a, b, ¢, d.
Remplacant f par ¢ o f ot ¢ € PSL(2,C) et utilisant la transitivité de PSL(2,C) sur P*(C) et celle de
Aff(1,C) sur C, on peut imposer que d = oo et a+b+ ¢ =0.

D’apres étude générale de M(X), on a M(X) = C(f, g) o1 g vérifie une équation g+ P(f)g+Q(f) = 0,
avec P, @Q € C(z). Remplagant g par g + %P(f), on peut supposer P = 0. Puis remplacant g par AD(f)g ol
D est le dénominateur de @, on peut supposer Q € C[z] et unitaire.

Puis remplagant g par RE} 7 ol R est le plus grand polynéme unitaire tel que R? divise Q, il vient
k

g* = H(f — a;) avec les a; distincts. Ceci implique que si f(p) = a; on a degp(g) = %degp(f — a;), donc
i=1

{a1,+,ax} C{a,b,¢,}. Donc k = 1,2 ou 3.

Si k < 2, en paramétrant rationnellement la conique y? = x—a; ou (x—ay)(z—asz), on a C(f,g) = C(h),
ce qui implique que le genre de X est nul par le théoréme de Liiroth. Donc k = 3, d’ot1 g = (f—a)(f—b)(f—c).

On sait que f~'({oc}) est réduit & un point go avec deg, (f) = 2, et g~'({oo}) = {qo} puisque

g*> = (f —a)(f = b)(f — ¢). Les fonctions % et t = 2 sont des cartes holomorphes centrées en gg et en pg
x

de X et de Cyp,c respectivement. L’application ¢ = (f,¢g) : X \ {qo} — C? c P*(C) vérifie t o (f,g) = %,

donc se prolonge par ¢(gp) = [0 : 0 : 1] en une une application holomorphe de X dans C, .. De plus,
¢ '({po}) = {qo}, et deg, (¢) = 1, donc ¢ est un isomorphisme de X sur Cy p.c.

11.2 Isomorphisme sur un tore

Soit X une surface de Riemann de genre un. Par définition, QY = Cw avec w différentielle holomorphe
non nulle. De plus, deg(w) = 0 donc w est non singuliére.

Définitions. Une période de w est un nombre complexe de la forme A = / w, ol 7 est un lacet C! par

morceaux sur X (ou C°°). L’ensemble des périodes est noté A,. C’est un sous-groupe de C, bien défini par
X & multiplication par un scalaire pres.

A
Théoréme. L’ensemble des périodes A, est un réseau, c’est-a-dire A, = MZ & \2Z avec /\—2 € C\R. De
1
plus, si p € X est fizé, application d’intégration

q
g€ X [I,(q) = [/ w] e /A,
P
q
est un biholomorphisme. Ici, {/ w] = [/ w}, ou v est n’importe quel chemin C* de p a q dans X.
P gl
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Démonstration. Soit v le champ de vecteurs sur X tel que (w,v) = 1. Puisque w est non singuliére, il est
bien défini et holomorphe, et il en est de méme de zv pour tout z € C. Puisque X est compacte, ’équation
différentielle ¥ = 2v(y) a un flot (¢!);er bien défini. De plus, zv dépend holomorphiquement de z, donc
I'application (p,z) € X x C — ¢%(p) € X est holomorphe pour tout ¢.

Pour p € X fixé, on pose ¢,(z) = L(p), c’est une application holomorphe de C dans X, donc ¢jw =
fp(2)dz, avec f, holomorphe. Par construction,

d

= Gy P P) = 200 0) = 20(¥(2),

2 (2)
donc 9,(2) = v(¢p(2)). Donc, identifiant T.C = C, il vient

fo(2) =

(Ypw(2), 1) = (W(Wp(2)), Dip(2).1)
{w(
(

(w

<
S

Donc ¢jw = dz. Ensuite, considérons le chemin c(t) = 1, (2 + tw), il vérifie
(t) = wiy (2 + tw) = wo(y(z + tw)) = wo(c(t)).
Donc c(t) = ¢t (c(0)), d’ott P, (2 + w) = wwp(z)(w). Donc si 9p(21) = ¥p(22), ¥p(z1 + w) = ¥p(2z2 + w) pour

tout w. Donc
A= {w cC ‘ wp(w) = wp(o) = p} = ¢p_1({p})

est 'ensemble des périodes de 9. C’est donc un sous-groupe de C, discret puisque 1, n’est pas constante.
De plus, v, passe au quotient pour donner une application holomorphe injective ¢, : C /A — X.

Si p, ¢ sont deux points de X, et si ¢,(2) = ¥q(21) = r, alors
(Vw € C) ¥p(z +w) = Pr(w) = Py(21 + w).

Donc les images 1, (C), p € X, sont disjointes ou confondues. Comme elles ont ouvertes et que X est connexe,
elles sont confondues, donc chaque ¢, est surjective. Donc ¢, est une bijection holomorphe de C/A sur X,

Tk N . ’
et on a encore ¥, w = dz, ol cette fois dz est une forme sur C/A. Comme X est compacte, A est un réseau.

Enfin, puisque @;w =dz,ona A, =A. Etsi~yest un chemin C' de p & ¢ dans X, on a

o = [ =[] el =] / L=

Corollaire. Si X est une surface de Riemann compacte de genre un, son groupe d’automorphismes est
transitif.

11.3 Forme de Weierstrass, j-invariant

Nous avons vu que toute surface de genre un se représente comme une cubique lisse. Réciproquement :

Proposition. Toute cubique lisse Xp C P*(C) est de genre un.

dx
or
dy

Démonstration. L’argument de la formule du genre montre que la différentielle w = est holomorphe et

non singuliere. Donc deg(Kx,) = 0, donc Xp est de genre un.

D’apres la section précédente, il existe donc a, b, ¢ € C distincts tels que X p est isomorphe & C, 4 .. Nous
allons montrer qu’il existe un tel isomorphisme qui est de plus projectif, c’est-a-dire est la restriction d’un
élément & € PGL(3,C) = GL(3,C)/C*, agissant sur P?(C) = (C*\ {0})/C* par le quotient de I’action de
GL(3,C) sur C3. De plus, nous allons décrire un invariant de biholomorphisme complet des cubiques lisses,
donc des surfaces de Riemann compactes de genre un.
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Définition. Une cubique C' C P? (C) est sous forme de Weierstrass si son équation est y*> = 2® + px + ¢
avec 4p? + 27¢? # 0. Cette condition dit que le polyndome z® + px + ¢ est a racines simples, donc C = Cyp. .
pour a, b, c € C distincts avec a 4+ b + ¢ = 0. Donc C est lisse. On la notera W), ,.

Théoréme. Soit Xp C P?(C) une cubique projective lisse.

(i) 1 existe ® € PGL(3,C) et (p,q) € C? tels que 4p® +27¢> # 0 et ®(Xp) = W, ,.

(i1) Soient W, , et Wy o deux cubiques lisse sous forme de Weierstrass. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) Wp.q et Wy o sont biholomorphes
2) Wy q et Wy o sont équivalentes sous laction de ® € PGL(3,C)
3

p P 1 4
3) 5 == P (O)\{=
) L= e PO\ ()
3’) 172847]93 = 1728L € C. (le facteur 1728 sera expliqué plus tard)
4p3 +27¢2 4p/3 + 27¢"2 : pugque p

Corollaire. Il ezxiste une unique bijection [X] — j(X) entre les classes d’isomorphisme de surfaces de
Riemann compactes de genre un et C, telle que

(W) = 17287
LV T P

Le nombre j(X) est appelé le j-invariant de X.

Démonstration. (i) Montrons d’abord un

Lemme. Toute courbe lisse Xp C P? (C) de degré d > 3 a un point d’inflexion, c’est-d-dire un point po tel
que le contact entre la cubique et la droite projective tangente est au moins 3.
~ T T
Prewve du lemme. Soit P(xg,z1,22) = ng(—l, Z2) Phomogénéisé de P. On définit le déterminant hessien
x

Hp(zo,21,72) = det(D?P(xg, 21, 22)). Il est de degré d — 2 donc non constant. Notons que si g € GL(3,C),
on a Hpoy = det(g)(Hp o g).

Montrons que p = [xg : x1 : 23] € Xp est un point d’inflexion si et seulement si Hp(zg,21,22) = 0.
Quitte & remplacer P par Pog~! ott g € GL(3,C) envoie p sur [1 : 0 : 0] (soit (0,0) en coordonnées non
homogenes) et la tangente & p sur la droite Xo — Xg = 0 (soit y = 0 en coordonnées non homogenes), on
peut supposer que p = (0,0) € C? et que sa tangente est y = 0. Alors, a un facteur constant non nul pres,

P =y+az® +bay + cy® + R(z,y),
ol les monoémes de R sont de degrés > 3. Le point (0,0) est d’inflexion si et seulement si a = 0. On a

d—1 d—2(, 2 2 3
P =z zo+xy “(azx] + briza + cxy) + 255 (z0, 21, T2),

d’ott
_ 0 0 d-1

D?P(1,0,0) = 0 2 b

d—1 b 2¢

Donc Hp(1,0,0) = 2a(d — 1)?, qui s’annule si et seulement si a = 0, cqfd.
Donc Pensemble des points d’inflexion est Xp N Xpr,, lieu des zéros communs dans P?(C) de deux
polynémes homogenes non constants. D’apres le théoréme de Bézout (cf. [Fu] p.112), il est non vide.

Revenons a la preuve de (i). Soit pp un point d’inflexion de X p. Quitte a remplacer Xp par ®(Xp) avec
® € PGL(3,C) convenable, on peut supposer que p = pg = [0 : 0 : 1], et que la tangente en py & Xp est la
droite a I'infini.

1z

Dans la carte sur Uy donnée par (v,w) = (=, =), on a pg = (0,0), la tangente est v = 0, et le fait qu’il
y a un point d’inflexion se traduit par le fait que la composante de degré 2 de P; est divisible par v et celle
de degré 3 contient w? avec un coefficient non nul, qu’on peut imposer égal & —1. On a donc

Py(v,w) = (v 4 ayvw + azv?) — (w? 4 byvw? + byv*w + bsv?),
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soit en revenant aux coordonnées (x,y) :
P(z,y) = (y* + arwy + azy) — (@° + b12” + bz + by).

Remplacant y par y + %(alx + ag), on peut supposer a; = ap = 0. Puis remplagant = par x + %bl, on peut
supposer by = 0. Posant (p, q) = (b2,b3), on a Xp = W, ,, avec 4p® + 27¢? # 0 puisque X p est lisse.

(ii) L’équivalence de 3) et 3’) est claire. Montrons I'implication de 3) sur 2) : si 2) est vrai, il existe
a € C* tel que p’ = a’p, ¢ = abq. Alors (x,y) — (a’z,a3y) donne un isomorphisme projectif de W, , sur
W, 4. L’implication de 2) sur 1) est triviale. Reste & prouver que 1) implique 3).

Supposons donc qu’il existe un biholomorphisme ¢ : W, , — W,y . Puisque le Aut(W, ) est transitif,
on peut supposer ¢(pg) = po ol pg = [0:0: 1].

Les fonctions méromorphes x et x o : Wy 4 — P! (C) sont de degré 2 et ont un pdle double au point
po. Donc il existe a € C* tel que z¢ — axo a au plus un podle simple en pg, et est holomorphe ailleurs. Elle
est forcément constante car sinon W, , serait de genre 0, donc

rop=ax+b
De méme, y et y o ¢ sont de degré 3 et ont un pole triple en pg, donc il existe ¢ € C*, d, e € C tels que
yop=cy—+dzr+e.

Donc Wy o = ®(W,, 4) out ® est Pautomorphisme projectif ®(z,y) = (ax + b, cy + dx + €). Ceci prouve déja
2). Ensuite, le fait que Xp détermine P & un facteur prés dit qu’il existe A € C* tel que

(cy+dx+e)? — ((ax+b)3 +p'(ax +b) +¢) = My? — (23 + pz + q)).

Comparant les coefficients de y? et 3, on a A = ¢ = a®. Les coefficients de xy et de y donnent d = e = 0,

13 3
celui de 22 donne b = 0. Enfin, les coefficients de = et de 1 donnent p’ = a?p, ¢’ = a3q, donc % = p—2
q q

Preuve du corollaire. Toute surface de Riemann X compacte de genre un est isomorphe a une cubique
4p3

5 1o ne dépend que de la
P q

W, 4 De plus, d’aprés I'équivalence de 1) et de 37), le nombre j(p,q) = 1728

classe d’isomorphisme de X, et caractérise cette classe d’isomorphisme.

Enfin, si w € C est quelconque, il existe (p, q) € C? tels que 4p3 +27¢% % 0 et Jj(p,q) =w :siw=0,on
pose (p,q) = (0,1), et si w # 0 on pose p =1 et ¢ = une racine carrée de %((172810)_1 —1).

11.4 Courbes elliptiques, loi de groupe

Définition. Une courbe elliptique (sur C) est un couple (X, pp) ot X est une surface de Riemann compacte
de genre un et pg € C.

Si w est une différentielle holomorphe non nulle, Papplication [I,] est un isomorphisme de X sur C/A,,
qui permet de transporter la structure de groupe de C/A,, & X. Comme toutes les différentielles holomorphes
sont des multiples constants de w, cette structure de groupe sur X est canonique. Elle fait de X un groupe
de Lie complexe, c’est-a-dire que les opérations de mulitplication et de passage a I'inverse sont holomorphes.

Autre description de la structure de groupe. Sip,q € X, le diviseur p+ g —pg est de degré 1 = 2g—1,
donc £(p + g — po) = 1 c’est-a~dire qu'il existe une fonction méromorphe, unique a un facteur pres, telle que
div(f) +p+q—po > 0, soit

div(f)+p+q—po=1r€X.

On note r = p @ ¢, ce qui définit une loi commutative sur X, avec py pour élément neutre. Autrement dit,
p @ q est caractérisé par la propriété [p ® q] = [p + q — po] € Pic(X).

Notons J(X) le sous-groupe Divy(X)/Divprinc(X) de Pic(X), appelé jacobienne de X *(cette définition
est valable pour une courbe de genre quelconque, on obtient alors un tore C7/A)*. On a une application
naturelle

p:p€ X [p—po €J(X),
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qui est bijective. En effet, si [p — po] = [¢ — po], on a [p — q] = 0, donc ¢ = ¢, puisque sinon il existerait une
fonction méromorphe ayant uniquement un poéle simple. Donc ¢ est injective. Et ¢ est surjective, puisque si
D est un diviseur de degré 0, pg + D est de degré 1 donc il existe f € M(X) telle que div(f) +po+ D > 0,
soit div(f) +po+ D =p € X, soit [p — po] = D. Par construction, on a

ep®q)=[(p®q) —po] =[p—1po+q—q] =)+ v(q).

Donc (X, ®) est un groupe et ¢ est un isomorphisme de groupes de X sur J(X). Noter que I’élément neutre
de @ est po.

Théoréme (Abel-Jacobi). Soit w une différentielle holomorphe non nulle sur X. Le biholomorphisme
d’intégration [I],, : X — C/A, est un isomorphisme des groupes (X, ®) et (C/A, +).
Démonstration. 1l suffit de montrer que c’est un homomorphisme. Soient p, q,r € X, il s’agit de montrer que
sip+q~r+po, alors [I],,(p) + [I]p, () = [I]p, (7). Cela revient & montrer que si f est méromorphe sur C
et A-périodique, avec f~1({0}) = {p,q} + A (zéros simples), f~1({oo}) = {po,7} + A (pdles simples), alors
p+qg—po—r €A

On peut supposer que p, g, 1, po sont dans I'intérieur d’un parallélogramme fondamental D = conv(0, A,
A2, A1 + A2}. Par le théoréme des résidus,

1 ar Modf A2 qf
T BDZT__/\Q/O 27rif+/\1/0 omif

Les deux intégrales sont entieres puisque f est A-périodique, cqfd.

11.5 Loi de groupe sur une cubique lisse

Proposition. Soit X C P*(C) une courbe algébrique lisse de degré d > 2. Toute droite projective L C P?(C)
coupe X en d points, comptés avec multiplicités, ou par définition la multiplicité (X.L), est l'ordre de contact
de L et de X.

Démonstration. D’apres la version faible de Bézout, X N L est fini, donc il existe une droite Ly disjointe de
X N L. Faisant agir PGL(3,C), on peut supposer Ly = PL_. Puis faisant agir Aff(2,C) c PGL(3,C), on peut
supposer que L est 'axe des x. Si P € C[z, y] est une équation de C, la propriété X N LN IP’})O = () dit que P

contient un terme en x®.

Donc P(z,0) est de degré d. Il a donc d racines comptées avec multiplicités. Si 2 est une telle racine,
de multiplicité k > 1, on a p = (20,0) € X N L. Il y a deux cas :
OP
. a—(zo, 0) # 0 : alors X a une équation locale y = a(x — 2¢)*(1 + o(1)), donc (X.L), = k.
Y
oP . . , .
° 8—(3:0, 0) = 0 : alors k = 1 puisque la courbe est lisse, donc X a une équation locale z — zo = f(y).
Donc (X.L), =1 =k.

Donc (X.L), est la multiplicité de zg, d’out Z (X.L), =d, qcfd.
peEXNL

Diviseur d’intersection. On pose X.L = Z (X.L),(p) € Div(X), appelé diviseur d’intersection de X
peEXNL

et de L.

Proposition. La classe [X.L] € Pic(X) ne dépend que de X.

Démonstration. Soient L et L’ deux droites projectives. On peut supposer que X NL et X N L’ sont disjoints

de PL, et que X est transverse & PL_. Soient f;, = ax +by+cet fr, = a’z +b'y + ¢ des équations de L NC?

et L' NC?, de sorte que f1|X et f1/|X sont des fonctions méromorphes non constantes.

Sipe XNL,ona(X.L),=deg,(fr|X) : en effet, (X.L), = k équivaut a I'existence de coordonnées
holomorphes locales (t,u) telles que P = u et fr(¢,0) = t*. Alors t|X est une carte centrée sur X telle que
filX = (1| X)*, donc deg,(f1|X) = k.

Par ailleurs, si p € X NPL | les propriétés (p ¢ L et X est transverse a PL)) impliquent que fr|X
a un pole simple en p. Donc X.L = div(fz|X) + X.P. . De méme, X.I' = div(fz/|X) + X.P._, donc
X.L—-X.L' =div(fr|X) — div(fr/|X), cafd.
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Description géométrique de la loi de groupe sur une cubique lisse. Soit X C IP’Q((C) une cubique
lisse. On fixe un point pg € X, donc (X, pg) est une courbe elliptique. Si p et ¢ sont deux points de X, on
définit L, , la droite projective passant par p et g, L, , étant la droite projective tangente en p. Il existe
alors un unique point s € X tel que

XLpg=p+q+s.

Autrement dit, s est le troisieme point d’intersection de X et de L, en comptant les multiplicités. De méme,
il existe un unique point r € X tel que

X.Lp,s =po+s+r.

On définit une loi de composition &’ sur X par p@®’ ¢ = r. Puisque [X.L,, ;] = [X.Ly, s, il vient [p+q+s] =
[po + s+ 7] € Pic(X), donc [r] = [p+¢—po] = [p D ¢, ou @ est la loi de groupe définie & la section
précédente. Donc @&’ = @ : la loi de composition @’ est donc une loi de groupe, et c’est la méme que celle
définie abstraitement.

Remarque. On peut prouver «a la main» ’associativité de cette loi, mais ce n’est pas trivial, cf. par exemple
[Kn] pp. 67-74.
11.6 Réalisation d’un tore complexe de dimension un comme cubique lisse

Tout tore complexe C/A de dimension un est de genre un puisque dz est une 1-forme holomorphe non
singuliere, donc se réalise comme cubique lisse. Nous en donnons une réalisation explicite.

Définition. Soit A un réseau de C. La fonction B, de Weierstrass est la fonction holomorphe sur C \ A
définie par

1 1 1
2) ==+ —
g‘pA( ) 22 Z (Z ¥+ w)2 wg
AEA\{0}
. o 1 1 _3 . . . .
Elle est bien définie et holomorphe car ————— — — = O(|w|™°) uniformément sur le complémentaire de
(z4w)?  w?
tout e-voisinage de A et que la série S, = Z |w|™* converge pour a > 2 comme l'intégrale de |z|~%. Pour le
wEeA

voir, on peut remarquer que le nombre ¢,, de points de A de norme comprise entre n et n+ 1 est < Cn, d’ou
S, < O n'=% Tl est clair que P, est périodique par rapport & A et a un pole double en chaque point de
A. Elle induit donc une fonction méromorphe que nous noterons y sur C/A, avec un pdle double en pg = [0].

2
La dérivée de P, s’obtient en dérivant chaque terme : Py (z) = — E Grop Elle induit une fonction
z+w
AEA

méromorphe z sur C/A, avec un pole triple en pg. Notons x = B, y = P, et cherchons une relation linéaire
entre les fonctions 1, z,z3,y2. Pres de 0, on a, puisque x est paire en z :

1
T= +az? + bzt + o(z%)
2 .
y=——+2az+ 4b23 + o(2h).
z

On en déduit A 8 L 3
2 3 _ a 2 a 3
y° — 4z —(Z—G—Z—Q—lfib—l—o(l)) —4(Z7+27+3b+0(1))

a
= 20— — 28b+o(1).

Donc y? — 423 + 20ax + 280 = o(1), la relation cherchée est donc y? = 423 — 20ax — 28b. Reste a calculer a
et b. Pour cela, on écrit

1 1 1 2
m‘ﬁ—ﬁ((”“” -1)
_ L,z LAV IRVTRAY: LAY LAY
=3 ( 2= +3(=)7 —4(Z)" +5(2)" + () ))
V4 22 23 Z4 2’4
= —2—w3 +3—w4 —4—w5 +5—w6 +o(—w6).



En sommant sur w € A\ {0} les second et quatriéme terme, il vient a = 3G2(A), b = 5G3(A) ou

= Y

AeA\{0}

Finalement, on a 1’équation de Weierstrass y? = 423 — 60G2(A)x — 140G3(A), qu’on écrit traditionnellement
sous la forme

y? = 42° — ga(A)z — g3(A).
Ceci définit une cubique X dans IP’Q((C) (irréductible, mais peut-étre singuliere), isomorphe via (z,y) —
N 1
(z, %y) a W4 avec p = _%92(A)a q= —193(/\), donc
4p® —e()P ()

4p3 +27¢2  —go(A)3 +27g3(A)2  ga(A)3 — 27g3(A)2°

L’application ¢ = (z,y) donne une application holomorphe de C/A dans X. En effet, prés du pole on a
Mz:yl=[1:2240(z2):2:3+0(z3)]=[22:24+0(2): 1 +0(1)]

qui s’étend holomorphiquement en envoyant 0 sur pg = [1 : 0 : 0] le point & I'infini de X.

Cette application se reléve en une application holomorphe ¢ de C/A dans la désingularisée X. Enfin,
po est un point lisse de X et il a une unique image réciproque, qui est un point régulier de ¢. Donc &
est de degré un, ce qui prouve que X est lisse (sinon, X serait de genre 0 par la formule du genre), soit
g2(A)? —27g3(A)? # 0, et que ¢ est un biholomorphisme.

Explication du facteur 1728. Soit X, = CA,, ou A, est le réseau (1,7) avec 7 € H. On a A1 = A,
donc j(A;) = j(q) ot ¢ = exp(2miT) € A* et j est une fonction définie sur A*. La formule

g2(A)?
(A)3 —27g5(A)?

J(C/A) =1728
g2

montre que j(A;) est holomorphe en 7, donc } est holomorphe. Donc on a un développement en série de
“+o0

Laurent E(q) = Z ang™. En fait, j a un pole simple en 0, et le choix du coefficient 1728 assure que le
n=—o0

résidu est 1 et que les a,, sont entiers (cf. [Sel], p.146) :

~ 1
jlg) = pi 744 + 196884¢ + - - -
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