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1 Surfaces de Riemann et objets associés

1.1 Définitions

Une surface de Riemann est une variété complexe de dimension un (courbe complexe), que 1’on supposera
toujours connexe. Autrement dit c¢’est un espace topologique séparé connexe X, muni d'un atlas holomorphe
(Ui, ¢i)ier ot

e (u;)ier est un recouvrement ouvert de X

e la carte @; : U; — C est un homéomorphisme de U; sur un ouvert de C

o tout changement de cartes ; ; = ¢; o gaj_l 1 (U; NU;) — ¢i(U; NUj) est holomorphe.

Plus précisément, la structure de surface de Riemann est définie par une classe d’équivalence d’atlas holo-
morphes, deux tels atlas étant dits équivalents si leur réunion est encore un atlas holomorphe. Ou encore
on peut considérer I'atlas maximal associé, formé de toutes les cartes (U, ¢ : U — C) telles que ¢ o ¢ Dest
holomorphe pour tout i € I : cet atlas contient l'atlas donné (U, ¢;), et est clairement le plus grand atlas
holomorphe contenant (U;, ;). Une carte de I’atlas holomorphe sera appelée carte holomorphe.

Uniformisante. Si X est une surface de Riemann et p un point de X, une carte holomorphe ¢ définie sur
un voisinage U de p et envoyant p sur 0 s’appelle une uniformisante en p. Il en existe toujours, puisque si
¢ est une carte holomorphe, ¢ — ¢(p) aussi. Par restriction et homothétie, on peut toujours trouver une
uniformisante ayant pour image le disque unité A.

Notation. Il sera commode de noter une uniformisante z (ou w, (,...), notant ainsi a la fois la fonction et
sa valeur. On notera aussi z = z +iy), ou (x,y) est alors une carte réelle, ou systéme de coordonnées réelles.

Soient (X, (U, ¢i)ier) et (Y, (V},%,)es) deux surfaces de Riemann. Un isomorphisme (ou biholomor-
phisme) entre X et Y est une bijection qui envoie atlas maximal de X sur celui de Y (c’est en particulier
un homéomorphisme. Autrement dit, les applications ¥ o f o ¢~! sont holomorphes pour toutes les cartes ¢
et 1 dans les atlas holomorphes maximaux de X et de Y (il suffit que ce soit vrai dans des atlas holomorphes
de X et de Y'). On notera X ~ Y la relation d’équivalence ainsi définie.

Une surface de Riemann non compacte est dite ouverte.

Remarques. 1) Si la topologie sur X n’est pas donnée a priori, I’atlas la fournit : on modifie la définition
d’une carte en demandant seulement que ce soit une bijection sur un ouvert de C. Une partie A C X sera alors
ouverte si et seulement si p;(ANU;) est un ouvert de C pour tout 7. Ceci définit toujours une topologie telle
que les cartes sont des homéomorphismes, mais la séparation (ainsi que la connexité) n’est pas automatique
et doit étre démontrée.

2) Le jacobien du changement de cartes ; ;, vu comme une application entre ouverts de R? est |¢Z’-J-|2 qui
est positif, donc toute surface de Riemann est canoniquement orientée.

3) En géométrie différentielle, on impose en outre & toute variété différentiable connexe d’étre dénombrable
a Uinfini c’est-a-dire d’étre réunion dénombrable de compacts. Cette propriété équivaut a la métrisabilité,
la séparabilité, ou la paracompacité (tout recouvrement ouvert admet un recouvrement plus fin localement
fini). On verra que dans le cas des surfaces de Riemann, cette propriété est automatique (théoréme de Rado).

*En particulier, soit Lt la demi-droite longue LT = ¥y x [0,1] ot N est 'ensemble des ordinaux
dénombrables, munie de la topologie associée associée & 1'ordre lexicographique. On a LT = Iley, [0, o + 1],
et la topologie de l’ordre en fait une variété topologique de dimension un connexe. On peut munir Lt d’une
structure de variété de classe C*™° ou méme C¥ c’est-a-dire R-analytique (cf [Sp], Appendix A, p.465-472).
En fait il existe 2% telles structures non isomorphes ([Spivak] pour le cas C%, P.J. Nyikos, Adv. in Math. 93
(2004), 129-213 pour le cas C*°). Donc LT x R et Lt x L™ sont des surfaces connexes C¥, mais ne peuvent
admettre de structure de surface de Riemann car elles ne sont pas dénombrables & I'infini puisque Ny x {0}
est une partie discrete non dénombrable.

Un exemple différent est la surface de Priifer ([Sp], p.466, [Hu], p.6-7), obtenue en recollant sur le demi-
plan supérieur ouvert H des copies H, du demi-plan fermé : on peut la munir d’une structure de surface C*,
connexe et admettant R comme sous-ensemble discret, donc non dénombrable & l'infini. Elle n’a donc pas
non plus de structure de surface de Riemann. On pourra trouver ces exemples, étudiés d’un point de vue
«dynamique», dans le préprint [Gal-Gau] (référence signalée par Alexis Marin).*

1.2 Exemples de surfaces de Riemann

Les exemples 1), 2) et 4) sont des surfaces ouvertes, 3) et 5) des surfaces compactes.
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1) C est bien str le premier exemple, on 'appellera droite complexe, ou droite complezxe affine (et non «plan
complexey, qui pour nous sera C?).

2) Tout ouvert connexe d’une surface de Riemann est une surface de Riemann. En particulier, tout ouvert
de C est une surface de Riemann avec un atlas a une carte. Deux cas particulierement intéressants :
o X ={z€eC||z| <1} (disque unité), que I'on notera A
e X ={z€C|SQz >0} (demi-plan supérieur, ou de Poincaré, ou hyperbolique, ou de Lobatchevsky), que
I’on notera H.

3) La sphére de Riemann, ou droite projective compleze, notée P*(C) ou P*(C). Comme ensemble, P*(C)
CU{oo}. La structure est donnée par un atlas & deux cartes : Uy = C, ¢ = Id, Uso = C* U {00}, poo(z) =
si 2 # 00, Poo(00) = 0. Il n’y a donc qu’un changement de cartes (avec son inverse), ¥, (z) = 1, de C* sur

C*. Exercice : montrer avec cette définition que Pl((C) est séparé, connexe et compact.
Variante via des projections stéréographiques : P* (C) est la sphere de centre 0 et de rayon 1 dans R? identifié
4 C x R, soit P}(C) = {(Z,t) € C x R | |Z|?> + 1> = 1}. Les deux cartes sont
o Uy =PC)\ {N}, ot N = (0,1) est le pole nord, gy = z = projection stéréographique de centre N sur
C x {0} =C, soit z = 1Z; ;

e Uy, = PHC)\ {S}, ot S = (0,—1) est le pole sud, @ = w = (conjugaison compexe) o (projection

stéréographique de centre S sur C x {0} = C), soit w = %
Le changement de cartes est obtenu en exprimant w en fonction de z : w = Z1 T t, avec 1 —t = g“ = 1\;|t27
d’ou 1—:; = W’ donc w = W . On retrouve le méme atlas, mais cette fois le fait que P! (C) est séparé

et compact est évident. On a aussi le fait que P! (C) est topologiquement une sphere de dimension deux.

*Remarques. Si 'on n’avait pas mis la conjugaison complexe, le changement de cartes aurait été anti-
holomorphe. Le fait que ce changement de cartes est holomorphe ou anti-holomorphe, c’est a-dire conforme
(la différentielle est partout une similitude, ou : préserve les angles), vient de toute projection stéréographique
en dimension quelconque est conforme, c’est-a-dire sa différentielle est une similitude du plan tangent a la

z—(x0,7)T0

et xg € S le centre de projection, 'hyperplan image étant a:OL, la projection est m(x) = T (won) d’ou

_(1—<93079€>)(h (zo, h)z0) + (20, h) (T — (20, T)T0)
Dr(x).h = (1= (ro.2))?

sih€TyS=uxg.

_ h
(1= (w0, 2))?

Pour une preuve géométrique de la conformité d’une projection stéréographique, voir [Hilbert et Cohn-
Vossen].*

Le nom de droite projective complexe vient de ce qu’on peut définir P*(C) comme le quotient (C?\
{0})/C*, C étant formé des points [(1,2)] et {oo} = [(0,1)] = [(0,2)] (Vz # 0). Nous décrirons plus tard
espace projectif complexe P™(C) = (C"**\ {0})/C* de dimension quelconque.

4) Les tores Tp := C/A, ot A est un réseau de C, c’est-a-dire un sous-groupe discret de rang maximal, soit
deux, donc A ~ Z%. On munit T} de la topologie quotient, qui ne dépend pas de A & homéomorphisme pres.
Si U est un ouvert de C tel que UN(U+X) = @ pour tout A € A\{0}, ce qui est vrai par exemple si diam(U) <
syst(A) := minyea\qoy |A| (systole du réseau), la projection U C C — Ty est un homéomorphisme sur son
image. Son inverse est par définition la carte ¢y . Exercice : montrer que ¢y est bien un homéomorphisme
sur son image, que les changements de cartes ¢y, sont localement des translations par des éléments de A,
et qu’on peut supprimer «localement» si U et U’ sont connexes.

*A multiplication par un scalaire non nul pres, ce qui ne change pas T & isomorphisme pres, A admet

Z) € SL(2,Z), (cz + d,az + b) est

az+b\ __ ad—bc __ 1
Cz+d) = (s d? = Tora® > 0). On peut alors trouver

z dans un domaine fondamental de l'action de SL(2,7Z) sur H par homographies. Un tel domaine est par
exemple D = {|z| > 1,—3 <|z| < 1}, cf [Se2]. Exercice : montrer que T} est isomorphe & T/ si et seulement
s’il existe o € C* tel que A’ = aA. En déduire que tout Ty est isomorphe & T, pour un unique z € D.*

une base (1,z) ot z € H. On notera alors T{; ., = T%.. De plus, si

aussi une base de A, donc T, & Taz+s (noter que C\‘s(
cztd
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5) Courbes algébriques affines. En général, elles sont définies par une équation P(x,y) = 0 dans C?, ou par
k >n —1 équations P;(x1,---,2,) = 0 dans C" (on ne peut pas toujours arriver & k =n — 1, cf le cours de
Géométrie Algébrique). Nous regardons un exemple particulier important.

Soit P € Clz] [on utilise une minuscule puisque X est réservé pour les surfaces de Riemann] un polynéme
sans zéro multiple, alors Xp := {(x,y) € C? | y2 = P(z)} a une structure de surface de Riemann, chaque
point (zg,y0) € Xp étant dans le domaine de définition d’une carte de la forme

e p(z,y) = x si P'(zg) # 0 (par définition, si p(z) = > anz™, P'(x) est le polynéme Y na,z" !, de
sorte que DP(x).h = P'(x)h),

o p(z,y) =y si P'(xo) =0 (noter qu’alors P(zg) # 0 donc yo # 0).

Exercice : montrer qu’on peut effectivement définir un tel atlas et qu’il est holomorphe. Montrer que % induit
un biholomorphisme du complémentaire d’un compact convenable sur un disque épointé A’.

Le cas d’un polynome de degré trois est particulierement intéressant. A normalisation prés on a P(x) =

22 + px + q avec 4p3 + 27¢*> # 0 pour que P ait des racines simples. En utilisant I'inversion de Iintégrale

elliptique [ \/7%, on verra que Xp est isomorphe & un tore T, privé d’un point. *Plus précisément, il il
x

existe une fonction holomorphe j : H — C, dite fonction modulaire, qui est invariante par I'action de SL(2, Z)

agissant via les homographies ‘jzzis, induisant une bijection du quotient sur C, et telle que X,s ,,, est
_ i)

. N s 1y . - . - 4p°

isomorphe a (T, privé d’un point) si et seulement si T = 1798

j(z) ~e quand 3z — 400). Exercice : montrer que X, s, est isomorphe & T, privé d’un point, ou

—1+iv/3
2

(le facteur 1728 est introduit pour avoir

—2miz

w= , racine primitive cubique de I'unité.*

6) Courbes algébriques projectives. Disons quelques mots sur la version projective de ’exemple 5) en degré
trois. Le plan projectif P?(C) est le quotient (C*\ {(0,0,0)})/C*, il admet un plongement de C? : (x,y) —
[(1,2,)]. I est compact et le complémentaire de C?, qui est I'ensemble des points [(0, z,y)], s’identifie &
P'(C) (droite & I'infini). La courbe X = X s, ,,, a pour adhérence X = X U [(0,0,1)]} (on ajoute le point
a l'infini dans la direction verticale). Nous verrons que X est une surface de Riemann, isomorphe a T..

Unn des grands théoremes du cours sera le suivant : toute surface de Riemann compacte se réalise comme
courbe algébrique projective. (Pas toujours dans P? (C), & moins d’autoriser des points doubles, mais toujours
dans P*(C)). Une variante de ce résultat est qu’une surface de Riemann compacte est essentiellement la méme
chose qu'une extension algébrique de C(x), le corps des fractions & une indéterminée. Ou plus précisément
qu’une extension de C de type fini et de degré de transcendance un.

1.3 Applications holomorphes, degré en un point

Définitions. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. Une application f : X — Y est holomorphe si elle
est continue et si 1) o f o p~! est holomorphe pour tout couple (¢,) de cartes holomorphes de X et de Y.
Il est clair qu’il suffit que ce soit vrai pour ¢ et ¥ dans des atlas holomorphes, pas forcément maximaux.
L’application f est biholomorphe si elle est holomorphe, bijective et d’inverse holomorphe : c’est équivalent
a la définition donnée au tout début.

Proposition. Soit f: X — Y une application holomorphe non constante entre surfaces de Riemann.

(i) Sip € X, il existe un entier d € N* et des uniformisantes @ en p et en f(p), tels que o fop™1(2) = 24,

soit Yo f = . Llentier d = deg,(f) ne dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de f en p. On
Pappelle aussi multiplicité de f en p. On a deg,(f) =1 si et seulement si D f(p) # 0.

(ii) Pour tout g € X \{f(p)} assez proche de p, on a card(f~'({¢}) NU) = deg,(f). En particulier, f est
ouverte.

(iii) L’ensemble R(f) = {p € X | deg,(f) > 2} = {p € X | Df(p) = 0}, est discret et fermé. De fagon
équivalente, il est localement fini c’est-a-dire rencontre tout compact en un ensemble fini. Ses points sont
appelé points de ramification ou points critiques. Son image C(f) = f(R(f)) CY est appelé I’ensemble
des valeurs critiques de f.

Remarque. Parfois, ce sont les points de C(f) qui sont dit points de ramification.

Démonstration. (i) Soient ¢ et 1y des uniformisantes en p et en f(p). Alors g = g0 f o ~! est une fonction
holomorphe définie au voisinage de 0 et telle que g(0) = 0. Donc soit 1) g est identiquement nulle, soit 2) il
existe d € N* tel que g(z) = 2?h(z) avec h holomorphe et h(0) # 0.

Dans le cas 1), f est localement constante en p, et dans le cas 2), f n’est constante dans aucun ouvert
contenu dans U. Soit E ’ensemble des points vérifiant le cas 1). C’est un ouvert, et si ¢ € F, ¢ tout voisinage
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de ¢ contient un ouvert olt f est égale a f(p), donc ¢ ne vérifie pas le cas 2), donc ¢ € E, donc E est fermé.
Par connexité, E = () ou X, et dans le second cas f est constante. Comme f n’est pas constante, E = ().

On est donc toujours dans le cas 2). La fonction holomorphe h, qui est non nulle en 0, a une racine
d-itme holomorphe & au voisinage de 0, donc on a g(z) = G(2)?, out G(z) = zk(z) est holomorphe. De plus
G'(0) = k(0) # 0, donc G est localement un biholomorphisme, donc 1 = G~ 0 9y est une uniformisante en
f(p). Finalement, on a ¢! o f o p~1(2) = 2%, donc d a la propriété annoncée.

Pour montrer que d est unique, on observe que c’est le plus petit entier tel que (1o fop™1)(D(0) # 0, et
que cette propriété est indépendante du choix des uniformisantes ¢ et 1. En particulier, d = 1 si et seulement
si (o fop 1) (0)+#0, soit Df(p) # 0. L’unicité résultera aussi de (ii).

d

(ii) Ces propriétés sont évidentes pour lapplication z +— 2% au voisinage de 0, donc elles sont aussi vraies

pour f.

(iii) Si p € R(f) et U est un voisinage sur lequel on a ¥ o f = ¢ on a R(f) N U = {p} puisque la dérivée
de z? est non nulle hors de 0, donc R(f) est discret. De plus, la caractérisation D f(p) = 0 montre qu’il est
fermé.

Corollaire. Une application holomorphe injective entre surfaces de Riemann est un biholomorphisme sur
son tmage.

Démonstration. En effet, la propriété (ii) implique que le degré est 1 en tout point donc f est partout
biholomorphiquement équivalente & z — z.

1.4 Fonctions holomorphes et méromorphes

Une fonction holomorphe sur la surface de Riemann X est une application holomorphe a valeurs dans
C, autrement dit une fonction f : X — C qui est continue et telle que fo@~! est holomorphe sur (U) pour
toute carte holomorphe ¢ de X, ou pour toute carte dans un atlas holomorphe. L’ensemble des fonctions
holomorphes sur X est un anneau (et une C-algebre) pour les lois usuelles, on le notera O(X). Il est integre
puisqu’une fonction holomorphe non nul a des zéros isolés.

Proposition 1. Si X est une surface de Riemann, une fonction holomorphe est une carte holomorphe si
et seulement si elle est injective. Donc la donnée de tous les anneauzr O(U) pour tous les ouverts U C X
détermine la structure de surface de Riemann.

Démonstration. Le premier énoncé est un cas particulier du corollaire de la fin de la section précédente. Le
second en résulte immédiatement.

Proposition 2. Si X est compacte, toute fonction holomorphe est constante.
Démonstration. Par compacité, | f| a un maximum, donc f n’est pas ouverte, donc elle est constante.

Remarque. En revanche, si X est ouverte, O(X) n’est pas réduit aux constantes, il est méme énorme, par
exemple il contient toujours O(C), anneau des fonctions entieres : si f € O(X) \ C, O(C) s’injecte dans
O(X) via h — ho f. On peut aussi montrer que X admet un plongement holomorphe f = (f1,- -, fn),
fi € O(X), dans C" (la question est ouverte de savoir si on peut toujours prendre n = 2).

Définition. Soit X une surface de Riemann. Une fonction méromorphe sur X est une fonction holomorphe
f définie sur X \ P olt P est un sous-ensemble localement fini, et qui a un pdle au voisinage de chaque point
de p : ceci veut dire que si ¢ est une uniformisante en p, f o ¢! a un péle en 0. C’est alors clairement vrai
pour toute uniformisante, avec un pole de méme ordre, appelé ordre du pole p. Si cet ordre est k, on peut
écrire f = z7%h ot z est une uniformisante et h est holomorphe h(p) # 0. Donc h a localement une racine

k-itme ¢, et w = z¢g~ ! est une uniformisante, telle que f = w=*.

A une fonction méromorphe f : X \ P — C on associe une application holomorphe ]?: X - P! C) =
C U {oo} en prolongeant f par oo sur D. Pour prouver que ]7 est holomorphe, il suffit de le faire pres de
p € D. Soit ¢ : U — C une uniformisante en p, avec U assez petit pour que U N D = {p}. Par hypothese
ona fop 1(z) =279h(2) avec d € N*, h holomorphe sur ¢(U) \ {0}, et h(0) # 0. Quitte & diminuer U on

peut supposer que h ne s’annule pas. Utilisant la carte o définie sur C* U {oo}, il vient ¢ o f(2) = hz(i)

sur o(U) : donc f est holomorphe pres de p.

Il est clair que f — f est une bijection entre les fonctions méromorphes sur X et les applications
holomorphes de X dans P! (C) non identiquement égale a co. Nous identifierons f = f.
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Remarque. Du point de vue algébrique, les applications holomorphes de IP’l((C) dans P! (C) sont les appli-
cations réguliéres de P'(C) dans P*(C).

Si f et g sont deux fonctions méromorphes ayant un pdle au voisinage de p, alors en utilisant une
uniformisante z en p on voit que f + g est holomorphe ou a un pole en p, et de méme pour fg. Et que si
f#0, % est holomorphe en p si f(p) # 0, et a un pole en p si f(p) = 0. On en déduit la

Propriété. Si X est une surface de Riemann, l’ensemble des fonctions méromorphes est un corps pour

les lois usuelles. On le note M(X), on note M*(X) le groupe multiplicatif des fonctions méromorphes non
nulles.

Remarque. Nous verrons que M(X) contient toujours des fonctions non constantes, de plus :
e si X est compacte, M(X) est une extension algébrique finie quelconque de C(z)

o si X est ouverte, M(X) est le corps des fractions de O(X) (si X est un ouvert de C, c’est essentiellement
Mittag-Leffler).

1.5 Diviseurs, diviseurs principaux, groupe de Picard

Un diviseur sur une surface de Riemann X est une somme formelle Zpe  Npp, oU Ny, € Z et supp(D) :=
{p € K | n, # 0} (support de D) est localement fini. On notera n, = deg,(D), le degré de D en p. Les
diviseurs forment un groupe abélien Div(X) C zx, qui est égal & ZX) si X est compacte. En particulier, si f
est méromorphe non constante, on définit ses diviseurs des zéros et des poles, divo(f) = Zpe £-1(0) deg,(f)p,
diveo (f) = 2_ e p-1(00) €8, (f)p; et son diviseur (tout court)

div(f) = dive(f) —divee(f) = > deg,(flp— Y deg,(f)p.

pef~1(0) pEf~1(o0)

L’application f — div(f) est un morphisme du groupe multiplicatif M*(X) dans Div(X). Son image est
le sous-groupe Divprine(X) des diviseurs principauz. Le quotient Div(X)/Divprinc(X) est appelé groupe
de Picard de X, et noté Pic(X). Deux diviseurs qui different d’un diviseur principal sont dits inéairement
équivalents.

Si D € Div(X) est un diviseur de support fini, par exemple si X est compacte, son degré est deg(D) =
> pesupp(p) 4€8, (D) = X ¢ x deg, (D). Si X est compacte, on obtient ainsi un morphisme surjectif de groupes
deg : Div(X) — Z, son noyau est noté Divy(X). On verra que Divprine(X) C Divg(X).

1.6 Degré d’une application holomorphe propre, cas d’une fonction méromorphe

Rappel. Une application continue f : X — Y entre deux espaces topologiques est dite propre si I'image
réciproque de tout compact est compacte. Ceci implique qu’elle est fermée. Evidemment, c’est toujours le
cas si X est compact. Et si Y est compact, cela implique que X est compact.

Proposition. Soit f: X — Y une application holomorphe non constante entre deuxr surfaces de Riemann.

(i) Il existe un entier d = deg(f) € N* avec la propriété suivante : pour tout y € Y, l'image réciproque
I Y({y}) est finie et la somme D ovef-1({y}) 9€8:(f) est constante égale a d. On Uappelle le degré (global)
de f.

(ii) Sideg(f) =1, f est un biholomorphisme.
(ii) L’ensemble des valeurs critiques C(f) est localement fini.

Démonstration.

(i) La forme locale z — 2% montre que tout point 2 € X a un voisinage U de x tel que f~({f(z))})NU =

{z}. Donc f~1({y}) est localement fini pour tout y € Y, et comme il est compact il est fini. De plus,
si f7*({yo}) = {x1, -+, wx}, il existe Uy,---, Uy voisinages disjoints des z; et V voisinage de y tels que
fU;) =V et f:U; — V est équivalente & z — z98=:(Y) : A — A_ Alors, quitte & diminuer V et les U; [a
posteriori cette restriction n’est pas nécessaire], f~1({y}) est contenu dans U; U --- U Uy pour y € V. En
effet, sinon on trouverait une suite (z,, € X \ (U; U---UUy) telle que f(z,) — y. Donc {f(z,) | n € N}U{y}
est un compact, fond son image réciproque aussi. Celle-ci contient la suite (x,,), donc quitte & passer & une
sous-suite, celle-ci converge vers z € f~1(y), et ¢ Uy U--- U Uy, donc x est différent des z;, contradiction.
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Donc, pour y assez proche de yo, f~*({y}) CUL U--- U Uy, d'ott

k
dooodeg (=) > deg.(f).

zef~'({v}) i=lagef~1({y}HnU;

Comme f : U; — V est équivalente & z — 29%=:(F) 1 A — A la contribution de f~1({y}NU;) est exactement
deg,, (f) : eneffet, si g(z) = 2* : A — A, pour tout w € A\{0} ona g~*({w}) = {z1,---, 24} avecdeg,, g = 1.
Done 3¢ j-1(gyy) deg,(f) est localement constant en y, de valeur Zf:l deg,.(f). Une fonction localement
constante sur Y est constante puisque Y est connexe, ce qui acheve la preuve.

(ii) En effet, pour tout f~!(y) est réduit & un point x, avec deg,(f) = 1, donc f est un biholomorphisme
local bijectif, c’est-a-dire un biholomorphisme.

(iii) Si K C Y est un compact, f~1(K) est compact, donc R(f) N f~1(K) est fini, donc C(f) N K est fini,
cqfd.

Terminologie. Une application holomorphe propre de degré d est aussi appelée revétement (holomorphe)
ramifié a d feuillets.

Cas d’une fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte. Soit f une fonction
méromorphe non constante sur une surface de Riemann compacte, on a deg(f) = Zpe F-1(0) deg,(f) =
D pef-1(o0) deg,(f). Donc deg(div(f)) = 0, c’est encore vrai si f est constante non nulle et non infinie. On
a donc la

Propriété. Tout diviseur principal sur une surface de Riemann compacte est de degré nul. Donc la fonction
degré est bien définie sur Pic(X).

1.7 Fibré tangent, structure presque complexe

Rappels. Soit X une surface différentiable. Si p € X, un vecteur tangent en p est une classe d’équivalence
d’objets de la forme (p, p,v) oit ¢ : U — R™ est une carte définie au voisinage de p et v € R?, avec

(p,1,v1) ~ (P, p2,v2) & v2 = D(p2 0 o7 ) (1(p)).v1.

On note T, X l'ensemble de ces vecteurs tangents, appelé espace tangent en p. Il est naturellement muni
d’une structure de R-espace vectoriel de dimension deux (plan réel) en posant

(%) A(p, 0, v)] + pl(p, o, w)] = [(p, @, Ao + pw)].

Le fibré tangent est la réunion disjointe TX = |J T,X. Il est muni de la projection naturelle 7 : TX — X

peX
et d'un atlas (® : 7= 1(U) — V x R? tel que pr; o ® = ¢ o ol ¢ est une carte, pry o ® : T, X — R? est
R-linéaire, et

®; 07 (2,0) = (92007 ') (2), D(w2 0 97 ' (2)).v.
Si X est orientée, on se restreint aux cartes orientées et 7, X est alors un plan réel orienté.

Cas d’une surface de Riemann. Supposons maintenant que X est une surface de Riemann. On définit
alors T, X comme l'ensemble des classes d’équivalence [, v], ol cette fois ¢ est une carte holomorphe définie
au voisnage de p, v € C, avec

(p,p1,01) ~ (P, P2, v2) < v2 = (w2 007 1) (p1(p))-v1.

La formule () ou cette fois A et p sont dans C le munit naturellement d’une structure d’espace vectoriel
complexe de dimension un ou droite complexe. Le fibré tangent est défini de la méme facon, il est muni de
la projection 7 et d’un atlas (® : 7= 1(U) — V x C tel que pr; o ® = p o7 ol ¢ est une carte holomorphe,
pryo @ : T, X — R? est C-linéaire, et

Dy 007" (2,0) = (p2007 ) (2), (2097 ) (2))-v.

Structure presque complexe. Identifant C = R? on a une application naturelle de T,X avec cette
définition «complexe» sur T, X avec la définition «réelle», qui est clairement une bijection. La multiplication
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par ¢ dans T, X apparait alors comme une structure complexe sur le R-espace vectoriel T, X, c’est-a-dire
un élément J, € Endg(7,X) tel que Jz = —Id7,x. De plus, J;, dépend de fagon C*° de p c’est-a dire que
lapplication (p,v) — (p, Jpv) est C*°. Une telle application p — J, est appelée structure presque compleze
sur la surface différentiable X. On peut aussi la voir comme un difféomorphsime J de T'X qui préserve
chaque fibre, est linéaire et vérifie J? = —Id.

Expression dans une carte holomorphe. Soit z = = + iy une carte holomorphe, on a, dans la base
(% 4) de T, X :
0 0 0 0
e
On en déduit
deodJ=—dy, dyoJ =dx.

Proposition. (i) Si f : X — Y est une application de classe C' entre surfaces de Riemann elle est
holomorphe si et seulement si Dy f : T, X — Ty,)Y est C-linéaire en tout point p € X.

(ii) Si X est une surface de riemann, la structure presque complexe sur X détermine la structure de surface
de Riemann.

Démonstration. (i) Par définition, f est holomorphe si et seulement si 1) o f o ¢! est holomorphe au sens

usuel pour tout couple de cartes holomorphes (p, 1) sur X et Y. On sait que ceci équivaut a la C-linéairité
de D(¢po fop™), = Dy o Dfyo (Dy,)~! pour tout p dans le domaine de . Or Dy, et Dt)g(,) sont
C-linéaires d’apres la définition des structures complexes sur T, X et T(,) X. D’ott le résultat.

(ii) 11 suffit de montrer que cela détermine les fonctions holomorphes f € O(U) ou U est un ouvert de X :
ceci résulte de (i) appliqué avec Y = C.

Remarques. 1) Le théoréme suivant est vrai mais pas évident (il est di & Gauss (1825, cf [SG] pp. 46-50)
dans le cas analytique réel, & A. Korn et L. Lichtenstein (1914-1916, références dans [SG]) dans le cas C'™°,
et admet une version mesurable due a Ahlfors et Bers, cf. [Ahlfors]) :

Théoréme. Soit X une surface différentiable munie d’une structure presque complexe. Alors c’est une
surface de Riemann. En particulier, toute surface riemannienne (=munie d’une métrique riemannienne/
orientée est une surface de Riemann.

Le «en particulier» vient de ce qu’un plan réel euclidien orienté est une droite complexe : la multiplication
par i est le quart de tour dans le sens positif. Concrétement, ceci veut dire que toute métrique riemannienne
sur une surface admet localement des coordonnées confomes ou isothermes, dans lesquelles la métrique est
ds? = f(z,y)(dz? + dy?). Si la surface est orientée, x + iy est alors une carte holomorphe (pourvu qu’elle
soit positive, sinon on prend z — iy). Sous cette forme, le théoréme apparaitra peut-étre dans le cours de
Géométrie différentielle.

2) On peut montrer (A.M. Garsia 1961-1962, références dans [SG]) que toute surface de Riemann se réalise
comme surface lisse dans R® avec la structure riemannienne induite. En revanche, on n’obtient pas ainsi
toute surface riemannienne puisqu’'une surface compact dans R* a forcément des points ot la courbure est
positive.

1.8 Formes différentielles

Rappels. Si X est une surface différentiable, on peut définir I'algebre différentielle Q*(X,R) = Q°(X,R) @
QYX,R) ® Q%(X,R) des formes différentielles de classe C>°. Rappelons qu'une k-forme différentielle est la
donnée pour tout p € X d’une forme k-linéaire o, : T, X — R, dépendant de fagon C'*° de p c’est-a-dire que
si p est une carte C*°, (p,v1,- -, vk) — ap((Tp) " H(v1),- -, (Tp) ! (vg)) est C*. Pour k = 1, on peut aussi
la considérer comme une fonction C*° de T'X dans R qui est linéaire sur chaque fibre T, X. Les formes a
support compact seront notées (X, R).

Puisqu’on est sur une surface, k prend les valeurs 0, 1 et 2. Concretement :
e une zéro-forme f € QY(X,R) n’est autre qu'une fonction C* de X dans R

e une un-forme o € Q!'(X,R) est la donnée pour tout p € X d’une forme R-linéaire o, : T,X — R,
dépendant de fagon C*° de p

e une deux-forme w € Q?(X,R) est la donnée pour tout p € X d'une forme R-bilinéaire antisymétrique
wp : TpX — R, dépendant de fagon C'*° de p.



Dans une carte (aussi appelée systémes de coordonnées locales) C®°, ¢ = (z,y) : U — R?, on peut écrire
a = g(z,y)dx+ h(z,y)dy, w = k(z,y)dz Ady ot g, h et k sont des fonctions C* sur p(U). Noter que le signe
de k (élément de {—1,0,1}) en tout point ne dépend pas de la carte holomorphe, on I’appelle signe de w.

On a de plus le produit extérieur A : (X, R) x QY(X,R) — Q%(X,R), et la différentielle d qui envoie
O°%(X,R) dans Q(X,R) et Q' (X, R) dans Q2(X, R) et vérifie dod = 0. En coordonnées locales [g(x,y) = goyp,
etc]:

(9(z,y)dz + h(z,y)dy) A (¢ (x,y)dz + W' (z,y)dy) = (g(z, y)/ (x,y) — h(z,y)g (x,y))dz A dy
(*) of of oh g

Complexification. Supposons maintenant que X est une surface de Riemann. En complexifiant, on obtient
I’algebre différentielle des formes différentielles complexes, une k-forme complexe étant la donnée pour tout
p € X d’'une forme k-R-linéaire o, : T,X — C, dépendant de facon C° de p. On obtient Q*(X,C) =
2%(X,C) o QY(X,C) @ Q?(X,C), ou

e une zéro-forme f € Q°(X,C) n’est autre qu'une fonction C* de X dans C

e une un-forme a € Q'(X,C) est la donnée pour tout p € X d’une forme R-linéaire ap : T, X — C,
dépendant de facon C* de p

e une deux-forme w € Q?(X,C) est la donnée pour tout p € X d'une forme R-bilinéaire antisymétrique
wp : T, X — C, dépendant de fagon C* de p.
Les formes complexes & support compact seront notées Qf (X).

Dans une carte holomorphe p = z =z + iy : U — C, on a @ = gdx + hdy et w = kdx A dy, ou cette fois g, h
et k sont dans C°°(U, C), et les formules (x) restent valables. Nous allons exprimer tout cela en remplagant
z et y par z et Z. On a d’abord doz = Rdz = 1(dz + dz), dy = Sdz = 4(—dz + dz), donc la un-forme
a = g(z,y)dx + h(z,y)dy sécrit

o= IR —ihz) L g(2) +ik(z)

5 5 dz =: a0 + %L

Le terme o0 est la composante C-linéaire de « et a®! est la composante anti-C-linéaire. Ils sont définis de
fagon intrinseque :

1 1
a0 = i(onriozoJ) , o0l = i(a—iaoJ),

ou J est la structure presque complexe, vue comme un difféomorphisme de T X, et a est considérée comme
une fonction de TX (ou TU) dans C. En particulier, si f(z) € C*(U,C) on a

Adf(2) = 5 de+ podz =df +df°%,

avec
of 1,0f of, of 1,0f .0f
LU AN L)
0z 2'0x dy 0z 2'0x Jy
On notera Q10(X) et Q%1(X) les espaces de formes C-linéaires et anti-C-linéaires, c’est-a-dire d’écriture
locale (dans une carte holomorphe) gdz et hdz respectivement. Une forme o € QV0(X) (resp. Q%1(X)) est
dite de type (1,0) (resp. (0,1)). On a donc une décomposition naturelle

QN(X,C) =M (X) e Q%H(X)

en deux sous-espaces vectoriels complexes, le second étant le conjugué du premier.
En particulier, si f € Q°(X,C), on note (df)!° = df, (df)°! = df. Dans une carte holomorphe, on a

_of . of 1.0f of
0F =59 5, =2\ ~ 'y
5f:af 8f_18f Of

2:9% 5, = 2las tigy)



Donc f esty holomorphe si et seulement si 9f = 0.
Ensuite, dzAdz =0=dzZ ANdzZ et dz NdzZ = —2idx N dy = —dz N dz, d’ou

. s 0 e (P D
d(g(z)dz+ h(z)dz) =dg ANdz+dh Ndz = (6zdz + 8Edz) ANdz + (32' dz + azd?) Ndz
_,Oh 0Og

1.9 Formule de Stokes

Soit K C X un domaine (fermé) & bord de classe C' par morceaux dans une surface de Riemann,
c’est-a-dire une partie K dont la frontiere 0K, appelée bord, est contenue dans une réunion localement finie
de courbes de classes C'. Rappelons que la surface est orientée, OK aussi par la regle «K & gauche». Si
a € QY(X,R) est une forme différentielle de classe C! & support compact, on a

[]ao=] o

Cette formule s’étend clairement au cas d’une forme a valeurs complexes. En particulier, si K = X de sorte
que OK =0, il vient [[, da = 0.

1.10 Différentielles holomorphes et méromorphes, résidus

Définitions. Une différentielle holomorphe sur une surface de Riemann X est une un-forme complexe
w € QYY(X) dont I'écriture dans toute carte holomorphe est de la forme g(z)dz ot g est une fonction
holomorphe usuelle. 11 suffit que ce soit vrai pour chaque point pour une carte holomorphe ¢ = z définie au
voisinage de ce point : en effet, si 1) = w est une autre carte holomorphe on a localement le changement de
cartes z = f(w) ol f est une fonction holomorphe usuelle. Donc g(z)dz = g(f(w))f'(w)dw, ce qui est de la
forme voulue.

Proposition. Soit w € QM9(X). Alors w est holomorphe si et seulement si dw = 0.

Démonstration. Dans une carte holomorphe, a = f(z)dz, d’ott dae = —%dz A dz, donc (da = 0) équivaut a
(% = 0) soit (f holomorphe) soit (w holomorphe).

On notera Q% D'espace des différentielles holomorphes. Attention & ne pas le confondre avec Q!(X),
espace des (un-formes) différentielles réelles C*°.

Exemples.

1) La forme dz définie sur C descend sur le tore T, = C/A, on la note encore dz. Elle est clairement
holomorphe. Noter qu’elle ne s’annule jamais. Donc si w € Qsz, on peut écrire o« = fdz avec f € O(T5).
Comme T, est compact et connexe, f est constante : le = Cdz.

2) Sur X s 4514 C C?, dj’” définit une forme holomorphe jamais nulle (exercice). On verra qu’elle s’étend en
une forme holomorphe jamais nulle quand on rajoute le point a I'infini.

Définitions. Une différentielle méromorphe sur une surface de Riemann est une différentielle holomorphe
w définie sur X \ P ou P est un sous-ensemble localement fini, telle que, si ¢ = z est une uniformisante en
p € D, on a localement w = g(z)dz ou f a un pole en z. Il est clair qu'’il suffit que ce soit vrai pour une
uniformisante, et que 'ordre k£ du pole de f ne dépend pas de 'uniformisante. On dit que w a un péle d’ordre
k en p.

Autrement dit, en tout point p € X on a I’expression locale w = f(z)dz ou f est méromorphe. Si w est
non nulle, on peut définir le degré deg,(w) = degy(f), qui est indépendant de I'uniformisante : si w est une
autre uniformisante avec z = P(w), w = (f o Y(w))y'(w)dw. Comme ' (w) # 0, degy(f o ¢) = degy(f). En
un pole, le dedré est I'opposé de l'ordre du pole. On en déduit le diviseur d’une différentielle méromorphe
non nulle : div(w) = 3_ . deg,(f)p.

On notera MY T'espace des différentielles méromorphes.

Exemple. Si f est une fonction méromorphe non constante, la forme différentielle df sur le complémentaire
des poles donne clairement une différentielle méromorphe sur la surface tout entiere.

Remarque. Comme indiqué plus haut, nous verrons toute surface de Riemann (compacte ou non) admet
une fonction méromorphe non constante, et a fortiori une forme méromorphe non constante.
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Exemple. Si X = P! (C) et f = z, c’est-a-dire 'identité de P! (C), dz a un unique pole, qui est en oo et
d’ordre deux : en effet, dans 'uniformisante w = %, dz = —‘fu%. Donc toute forme méromorphe non nulle a
un degré —2, et en particulier n’est jamais holomorphe. Autre preuve : toute forme holomorphe est de la
forme fdz ol f est holomorphe sur P'(C) et a un zéro au moins double en co. Comme P'(C) est compact,

f=0.

Proposition. Si X est une surface de Riemann et w est une différentielle méromorphe non constante,
Uapplication f — fw est un isomorphisme des fonctions méromorphes sur les différentielles méromorphes.
Si f #0, on adiv(fw) = div(f) + div(w).

Démonstration. Localement, on a fw = f(2)g(2)dz, et le produit de deux fonctions méromorphes est
méromorphe, donc fw est méromorphe. L’application est linéaire injective, et si w’ est une différentielle
méromorphe, on peut définir f = % : en un point ot w et w’ n’ont pas de pole et wy, # 0, w), et w;, sont deux
formes C-linéaires définies sur une droite complexe, avec w), # 0, donc il existe un unique f(p) € C tel que
w, = f(p)wp. La fonction f ainsi définie hors d'un ensemble localement fini est méromorphe, car dans une

carte holomorphe, w = g(2)dz, w’ = h(z)dz, on a f(z) = 28 qui est méromorphe.

Corollaire. Tous les diviseurs div(w), w € M% \ {0}, sont équivalents modulo Divprinc(X). Si X est
compacte, ils ont donc tous le méme degré.

Résidu en un point. Soit w une forme méromorphe. Dans une uniformisante z en un point p, elle s’écrit
w = g(2z)dz ou g est méromorphe. Le résidu de w en p est résp(w) = a_1si Yy, -, a,2" est le développement
en série de Laurent de g. On peut montrer algébriquement que c’est indépendant de 1'uniformisante, mais
c’est assez pénible. Pour prouver cette indépendance, on considere un disque compact D de classe C! contenu
dans le domaine de définition de z et contenant p dans son intérieur, donc

1 1
g(z)dz = —
2mt Jop

B 271 2(8D)

Donc le terme de droite ne dépend pas de D. Or si w est une autre uniformisante et si D est assez petit, D
est contenu dans le domaine de définition de w. Ceci montre li'ndépendance, et la propriété

) 1
rés,(w) = 57 aDw

pour tout disque D de classe C' contenu dans un domaine de définition d’une uniformisante. Plus générale-
ment, si v est un lacet C'! par morceaux contenu dans un tel domaine, on peut définir ind,(y) = indgpz(7),

et 'on a
/w = 2mirésy(w).
gl

Le résidu rés,(w) est toujours nul en un point ol w est holomorphe, et non nul en un poéle simple.
L’application rés, est un morphisme MY — C, on verra qu’il est toujours surjectif c’est-a-dire qu'il existe
toujours une différentielle méromorphe en un point donné (et peut-étre d’autres poles).

Propriété. On a rés,(w) =0 si et seulement si w admet une primitive méromorphe sur un voisinage de p.

Démonstration. L’expression intégrale montre que c’est une condition nécessaire. Elle est suffisante car tout
lacet dans D est homotope & n.0D. Plus concrétement : si rés,(w) = 0, dans une uniformisante on a

ZnJrl

w= Z anzndz:d( Z anm).

n#—1 n#—1

Terminologie. Classiquement, les différentielles holomorphes sont dites de premiére espéce, celles qui sont
méromorphes avec résidus nuls de seconde espéce, les différentielles méromorphes de troisieme espéme espéce.
Nous n’utiliserons pas cette terminologie (peu parlante), mais appellerons les formes a résidus nuls formes
sans résidus, et noterons leur espace par M}){W, de sorte que la différentielle envoie M(X) dans Mﬁés".

Théoréme des résidus. Siw est une différentielle méromorphe sur une surface de Riemann compacte X,
. - : o ; . .
on a o x1résp(w) =0 (la somme est finie puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de poles).
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Démonstration. Sipi,---,p, sont les poles de w, soient (Uj, z;) des uniformisantes, et K; = z;l(Ag) c Uj,
ol € est assez petit pour que z; soit un difffomorphisme de Kj(e) sur A, et que les K ;(€) soient disjoints.
Soit p; € C*°(X, [0,1]) telle que p; = 1 sur K;(5) et 0 hors de Kj;(e). Alors la fonction f = 1—(p1+-- -4 pn)
s’annule prés de chaque p;, donc fw est lisse sur X. Par Stokes, 0 = [[, d(fw) = _Z;L:1 Iy d(pjw).
Comme supp(d(pjw)) C K;(e) \ Int(K;(5)), on a

[ o =[]
X Kj (E)\Int(Kj(%

= —/ w = —2mi 1ésp, (w),
9K;(5)

d(pjw):/ pjw*/ pjw
) 0K, () 0K, (5)

£
2

d’ou le résultat.

Remarques. 1) On peut donner une autre preuve qui demande plus de topologie mais est peut-étre un peu
plus parlante. Il existe une triangulation de X par des triangles T}, j = 1,---,n de classe C' contenus dans
des domaines de cartes holomorphes, telle que les pdles sont contenus dans U;‘L:1 Int(7}), avec au plus un

pole dans Int(7}). Alors
Z résy(w) = Z2m'/ wj,
j=1

pexX aT;
ce qui vaut zéro car chaque coté de T est compté une fois dans chaque sens.

2) Pour une preuve algébrique de cette formule, cf. [Sel] pp. 32-35.

1.11 Etoile de Hodge et produit scalaire sur les un-formes réelles

Définition. Si X est une surface de Riemann, 1'étoile de Hodge * est I'automorphisme de Q! (X, C) défini
par xa = —a o J [le signe moins sera justifié plus tard]. Dans une carte holomorphe ¢ = z = x + iy, on a

xdr = dy , *dy = —dx
xdz = dy — ide = —idz , *dzZ = dy + idx = idz.

En effet, dans la base (%, a%) de T, X, on a

0 0 0
0 0 0

Donc *dx = dy, d’olt *dy = —dx puisque +* = —Id.
Définition. Une un-forme a € Q'(X,C) est dite cofermée si d(xa) = 0. Si a = fdx + gdy avec dy = *dz,
cela donne % + %Z =0.

Produit scalaire sur Q!(X). Si o, 3 sont deux un-formes réelles sur X & support compact, on définit
(o, B) = a A8 € Q*(X).
On notera (a, o) = ||a||? (attention, [|a|| n’a pas de sens). Dans une carte holomorphe :
(gdx + hdy, g'dx + h'dy) = (gdz + hdy) A (=h'dz + ¢'dy) = (g9’ + hh')dx A dy.

En particulier, ||gdz + hdy||> = (g% + h?)dx A dy : ceci justifie le signe moins dans la définition de *. Si « et
3 sont & support compact, puisque X est une surface orientée on en déduit un produit scalaire sur Q! (X) :

(a,ﬁ)Lz(X):// (a,,@):// a A x0.
X X
La norme associée sera notée

oz = ey = ([ [ 1ial?) ™ = ([ [ ansa) ™
11



On peut étendre ces définitions a ’espace vectoriel des un-formes de carré intégrable, c’est-a-dire telles que
ffK a A xa < C < oo pour tout compact K C X, avec C indépendant de K. Une telle forme a un support
qui est une réunion dénombrable de compacts (K,,) (rappelons que nous ne savons pas encore que X est
réunion dénombrable de compacts). Le produit scalaire de deux formes de carré intégrable est alors défini
comme la limite des [/ ., (a, ). 11 est facile de voir que ga existe et ga ne dépend pas de (K,,).

Remarques. 1) Pour l'instant, nous ne définissons le produit scalaire que sur les un-formes réelles. Bien
stir, il admet une extension hermitienne aux un-formes complexes : (o, B) ;2 = §R( Jfxan *ﬁ), mais nous
n’aurons besoin de cette extension qu’a la fin du cours.

2) Nous n'utiliserons pas la théorie de la mesure, en particulier I'espace L? : toutes nos fonctions ou formes
différentielles seront continues.
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2 Fonctions et formes harmoniques

2.1 Laplacien et fonctions harmoniques

Définitions. Soit X une surface de Riemann. Le laplacien d’une fonction v € C*(X,R) est la 2-forme
différentielle
Au = d(xdf) = —d(du o J) € Q*(X,R).
Ceci garde un sens si u n’est que de classe C2, comme forme seulement continue. Si Au = 0, on dit que u
est harmonique.
Dans une carte holomorphe ¢ = 2z = x + iy, on a
ou ou Pu  0%u

Noter que le laplacien est défini de fagon intrinseque comme forme différentielle, alors que la fonction % + g%‘
dépend du choix de la carte holomorphe. Si X est un ouvert de C, on retrouve bien la définition habituelle des
fonctions harmoniques. Les propriétés classiques des fonctions harmoniques sur les ouverts de C s’étendent
aisément :

Propriétés. Soit X une surface de Riemann.

(i) Soit u € C*(X,R). Alors u est harmonique si et seulement si u est localement la partie réelle d'une
fonction holomorphe, unique d une constante preés.

(i) Soit u : X — R harmonique, alors elle vérifie le principe du maximum : si elle a un extrémum local
en un point, elle est constante. En particulier, toute fonction harmonique sur une surface de Riemann
compacte est constante.

(iii) Les fonctions harmoniques sont invariantes par les applications holomorphes : si u harmonique sur X
et f:Y — X est holomorphe, uo f est harmonique surY .

(iv) SiU C X est un ouvert connexe d’adhérence compacte, avec Fr(U) # 0, et siuy et uy sont deuz fonctions
continues sur U qui coincident sur Fr(U) et sont harmoniques dans U, alors uy = ug. Ceci s’applique
en particulier au cas ot U = Int(K) ou K est un domaine conneze a bord C'.

Démonstration. (i) et (ii) sont des énoncés locaux connues pour des fonctions sur des ouverts de C, donc ils
passent a une surface de Riemann en utilisant une carte holomorphe.
(iii) Ceci résulte de la caractérisation (i).

(iv) Par symétrie il suffit de prouver u; —uy < 0. Puisque U est compact la fonction u; — us a un maximum
en un point p. Si p € U, u; — uy est constante sur U donc sur Fr(U), donc est nulle. Si p € Fr(U), on a
uy —ug < (u1 —ug)(p) =0, cqfd.

2.2 Fonctions harmoniques et différentielles holomorphes

Une fonction harmonique u : X — R sur une surface de Riemann est localement la partie réelle d’une
fonction holomorphe f = u + iv, celle-ci étant définie & une constante prés. Noter que, dans une carte
holomorphe z = z + iy, les équations de Cauchy-Riemann donnent

v v Ju ou
dv = %dx + 8—ydy = —a—ydm + %dy = xdu.

Définition. Une forme harmonique [de degré un] sur une surface de Riemann X est une un-forme fermée qui
est localement la différentielle d'une fonction harmonique. On note H! (X, R) I'espace des formes harmoniques
sur X.
Proposition. Soit a € Q' (X,R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) a est harmonique

(ii) v est fermée et cofermée : da = d(xa) =0

(#i) o+ i x v est holomorphe.

De plus, Uapplication o — o + i * o est un isomorphisme entre les R-espaces vectoriels H (X, R) et Q,
d’inverse w — Rw.
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Démonstration. Le résultat est local, donc on peut supposer X = A et a = fdx+gdy. Alors xa = —gdz+ fdy
et a4 ixa=(f +ig)d(z + iy), donc

99 of of
da:(%—a—)d x ANdy , d(xa) = (a——&-af)dac/\dy

Donc (ii) équivaut aux équations de Cauchy-Riemann pour f+ig, donc a (iii). Cela implique alors ( f —Hg)dz =
dh avec h holomorphe, donc « = d(Rh) est harmonique, d’ott (i). Et si (i) est vrai, a = du = a“ —dx —|— dy,
avec u harmonique. Donc

ou ou ?u O

dlra) =d(— dv+ 5ody) = (55 + 55

3y g )da:/\dy:O.

Comme d(du) = 0, (ii) est vrai. Donc (i) et (ii) sont équivalents
Ensuite, si (i)-(ii) sont vrais, w := « + ix @ = h(z)dz est une différentielle holomorphe, donc (iii) est
Vrai Reciproquement si w = h(z)dz est une différentielle holomorphe, elle a une primitive holomorphe
= [y Q)¢ [ou k(z) = Y07 ;22" si h(z) = Y0 anz"], et @ = Rw = d(Rk) est une forme
harmomque

Donc lapplication R-linéaire o € H'(X,R) — a + i x o est & valeurs dans Q4. Elle est clairement
injective, et si w € Q% est donnée, alors @ = Rw est dans H'(X,R) et w — (o + i * &) est une forme
holomorphe de partie réelle nulle, donc nulle.

2.3 Intégrale et principe de Dirichlet

Définitions. Soit u : K — R une fonction de classe C! sur un domaine (compact ou non) dans une surface
de Riemann. L’ntégrale de Dirichlet est

Dk (u) = Hdu||2L2(K) ://K||du||2://Kdu/\*du€ [0, 4-00].

Nous noterons Cp,_ . (K) l'espace des fonctions C' sur un domaine K C X telles que D(X) < oo Si
u,w € Cph_ . (K), on peut définir

Diglu,0) = (du,dw) sy = [ [ (o).

On a alors la propriété
Dk (u+ w) = D (u) + 2D (u, w) + D (w).

Proposition (principe de Dirichlet). On suppose que K C X est un domaine compact a bord C?, avec 0K
non vide. Si u € C?(K,R), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est harmonique sur K.

(i) w minimise Dy sur CL(K,R) := {v € C'(K,R) | vjgx = u}.
(iii) Pour tout w € C}(K), on a D (u,w) = 0.
Démonstration. (i) < (iii) Si w € C(K,R), on a

D (u, w) ://K(du,dw) ://de/\*du://K d(w * du) — wd(*du)

= / w x du — // wAu par Stokes et le fait que dx du = Au
oK K

—// wAu car w =0 sur 0K.
K

Ceci est nul pour tout w si et seulement si Au = 0, cqfd.

(i) & (iii) Puisque CH(K,R) = f 4 Cj(K,R), (ii) équivaut & : pour tout w € C§(K,R), la fonction
t — D (u+ tw) = D (u) + 2tD (u, w) + t*D (w) a un minimum en 0. Puisque Dx (w) > 0, ceci équivaut
a ().
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Remarque. L’équivalence entre (ii) et (iii) reste vraie avec la méme preuve si 0K et u sont seulement
supposés de classe C*. L’'implication de (i) sur (iii) donc sur (ii) reste aussi valable. En effet, supposons que
u est harmonique sur Int(K), soit (K,,) une suite croissante de domaines lisses compacts dans Int(K) dont
la réunion est Int(K), le bord de K,, convergeant C* vers celui de K. Alors

D’K(u,w)://Kd(w*du):li%n//K d(w*du)zliin/K w*du—//K wAu

= lim/ w * du = 0 puisque IK,, — 0K et w|0K = 0.
n Jk,

On verra qu'’il en est de méme pour I'implication de (ii)-(iii) sur (i).

2.4 Formule de Poisson

Soit « une fonction réelle continue sur le disque fermé A C C et harmonique dans I'intérieur. Nous allons
exprimer u(z) pour z € A a partir des valeurs de la restriction ujpa. Pour cela on part de la formule de la

moyenne ,
T e df d
w0) = [ uengl = [ wog
dg

[nous I’écrivons ainsi pour qu’on voie clairement que si u = 1 ga donne 1, et aussi que 5= est une forme

2mi¢
réelle sur TOA.] On utilise 'automorphisme biholomorphe du disque, ¢, ({) = f:;( qui envoie 0 sur z et est

holomorphe au voisinage du disque fermé. Par invariance holomorphe des fonctions harmoniques, on a

d !
o) = o)) = [ (e gm
Posant ¢ = . ({’), soit ¢! = p_.({), il vient d{’ = &:‘;Cl; d¢, donc
- 1|22 1-%¢ d¢ - |22 dc
W= [ MO s = oy MO0

. Lo de
= /aA u(Q) = me puisque (¢ = 1.

B QWuew 1—|z? df
u(z)—/o ()

et — 2|2 o

En termes réels :

Cette derniere formule est la formule de Poisson en dimension 2. On a aussi

o = [ oS ).

En effet, puisque u(() est réel et que ;sz‘ = % est une forme réelle sur A, il suffit de calculer

R

<+z_1<<+z §+2) 120 —227  1-|z?

(—z 2\(—z ¢—%) 2[C—2 (-2

2.5 Extension harmonique

Définition. Soit X une surface de Riemann. Un disque conforme sur X est un domaine compact D C X
tel qu'il existe une carte holomorphe ’envoyant sur le disque fermé A. Clairement, tout point de X est dans
I'intérieur d’un tel disque conforme.

Théoréme. Soit D C X un disque conforme dans une surface de Riemann. Siu : 0D — R est une fonction
continue, il existe une unique fonction u® continue de D dans R, telle que u”|0D = u et u” est harmonique
sur Int(D). On appelle u? 'extension harmonique de u a D.
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Démonstration. Nous avons déja prouvé 1'unicité comme conséquence du principe du maximum. Reste a
montrer l’existence. Par invariance holomorphe, on se rameéne au cas ou X = C et D = A. On définit alors

u® sur A par la formule de Poisson :

~ 21—z df (+z d¢
A _ 0 —
u (Z)—/0 u(e )mg—%(/%“@gfzmg)'

Dans la seconde forme, la fonction entre parenthéses est holomorphe en z comme intégrale d’une fonction

holomorphe en z, donc u® est harmonique sur A. Il reste & montrer que quand z tend vers ¢ € OA, u (z)
27 1—|z|®> 46
et —2z]2 27

tend vers u(e'?0). La formule de Poisson appliquée & la fonction 1 montre qu’on a f =1, donc

= ; 2 ; 1—1z|% df
A _ 0o _ AN 09
W56 =) = [ ) — e g

Soit € €]0, 7[. Découpons [0, 27r] en les deux arcs A1 = {0 | mingez |0 —00 —2k7| < e} et Ay = [0, 27]\Int(Ay).
Notons my(g) = maxgea, [u(e?) — u(e?)| et ma(z,€) = mingea, ¢ — z|. 11 vient

N i i i 1— |22 df i 1— |22 df
mﬂafu@%ngj'm@%gu@%nfg}L~f+/“m@% u() L 4
Ay |€ As |€

z|? 27 z|? 27

oo (1= 1212)

< 2
< mafe) + ma(z,€)?

Quand z tend vers €%, my(z,¢) tend vers |1 — €| > 0, donc le second terme tend vers 0, donc |u?(z) —
u(e®®)| < my(e) + ¢ si |z — €] est assez petit. Puisque u est continue, m1(g) tend vers 0 avec ¢, ce qui
acheve la preuve.

. . 2 _ . . .
Autre construction. Soient ¢, = 07r u(e??)e=n? da = [oau )¢ % les coefficients de Fourier positifs,
de sorte que

u(e®) = co+ 2R cne™ =ag+ Y _(an cosnd + by, sinno)
n=1 n=1

[on ne suppose pas que la série converge|. Si z € A, on pose U(rew) = ap+y_, o, nr"™ cosnB+b,r™ sinnd), soit
U(z) =co+ 2R fozl cpz". Puisque les ¢,, sont bornés, la série converge et définit une fonction harmonique

sur A. Montrons que U = u®, c’est-a-dire que Uy (2) = ¢ + 2%2 1 Cn 2™ converge vers uB(z2)

T — (20N 4
UN(Z):/aA 1+2§RZ( 2m< 8Au(g)(1+gzcl(_zi)< 275(

22 dg 2|Jul]oo 2] ¥

:/aAu(C)(HC )2—<+R |R| < e

J— —_— N+1
Comme 1+ szz = gfz, le premier terme est u®(2), donc |Un(2) — u®(2)| < %, ce qui tend vers 0
quand N — +o0.

Remarque. Le fait que U(z) tend vers u(e'®) si 2 tend vers % est le théoréme de sommabilité d’Abel (dans
une version ot1 la convergence vers e est quelconque, pas seulement radiale ou non tangentielle, cf. [Zy]
pp. 96-97). Comme celui de Fejér, il est valable des que u est L et continue en 6.

2.6 Principe de Dirichlet C!

Proposition 1. Soit u € C°(0A,R), de série de Fourier co + 2R > oo, cne™ = ag + > oo, (a, cosnf +
by, sinnb).

(i) On a Da(ud) = 4x Yoo nlenP =a> 00 n(a? +b2).

(ii) Soit E(u) = {U € CO(A)NCY(A) | Ujga = u}. Si U € E(u), on a Da(U) > Da(u®). 8i Da(u?) < oo,

on a égalité si et seulement si U = u®™.
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Démonstration. Soit U € E(u), on peut écrire U(re?) = co + 307 (fa(r) cosnd + g, (r) sinnb), avec f,g
continues sur [0, 1], C* sur [0, 1], et f,,(1) +ign(1) = 2¢,, = a,, + ib,. Donc

DA(U) = /01 rdr/:Tr ((63—(7{)2—1-7" ((2[9]) >d6‘
:w/ol (ri(f () +rgl(r 1Zn2fn +n2gn(r)2)dr.

(i)SiU = uK, on a f,(r)+ign(r) = 2¢c,r™, donc r(f! (r)2+g.,(r)?) = r=1n2(fo(r)?+gn(r)?) = 4n?r>n=tc,|?,
d’out

4n
Ay _ 2,2n-1), (27, _ 2 _ 2
(u?) = 27rn§=1/0 dn®r len|“dr = 27rnE=1 o len] 747rnE:1n|cn| .

(ii) Par Cauchy-Schwarz, on a

/ (rfn () + 7 n? fu(r)?)dr > / 2nf(r) f(r)dr = n(fu(1)* = fa(0)*) = na,
0 0

avec égalité si et seulement si £/ (r)? = r~In2f,(r)?, soit (10 f) = +2, soit (puisque f est continue sur

r?

[0,1] et C* hors de 1) f,, = a,7™. De méme, fol (rgl, ()2 +r=tn%g,(r)?)dr > nb?, avec égalité si et seulement

si gn(r) = bpr™. Donc DaA(U) > w307 n(a2 +b2). De plus, si le second membre est fini, on a égalité si ets

seulement si f, = a,7" et g,(r) = b,r™ pour tout n € N*, soit si et seulement si U = u?, cqfd.

Remarques. 1) La fonction
Z sin n#
e ny/logn
est continue sur JA : c’est un fait général pour les séries Y a,, sinnf avec a,, décroissant vers 0 et na, — 0,

cf. [Zy] p.182 (la preuve se fait par lemme d’Abel en écrivant sinnf = S,, — S,_1). Mais son extension
harmonique a pour intégrale de Dirichlet

n 1
WZ nZlogn Z nlogn oo
n>2 n>2

Donc il n’existe aucune fonction U continue sur A, C! sur A, prolongeant u et d’intégrale de Dirichlet finie.
Un tel exemple montre que le principe de Dirichlet ne permet pas toujours de trouver ’extension harmonique.

2) 1l se peut que u soit C' sans que u® soit C' ni méme Lipschitz, exemple :

u(e') = R((1- ¢”)log(1 — €')) (détermination principale du logarithme sur 1+ A)

= (1 —cosf)log|l — | +sinf arg(1 — €') (argument & valeurs dans [—g, g]
0 0 0
= 2sin? 3 10g2sin§ + sin9(§ — %) (0 €[0,2x])
cosnf
—COSG—i—Z n(n—1)
n>2

Elle est de classe C! : c’est clair sur la troisiéme forme puisque la discontinuité de 'argument est en 6 = 0,
et sur la quatrieme forme ¢a résulte du criteére de 1) appliqué & la dérivée —sinf — S;L“_"le. Son extension

harmonique est u® = Rh, avec h(z) = (1 — z) log(1 — z), donc si x € [-1,1], uA(z) = (1 —2)log(l — z), qui

A

n’est pas dérivable en 1 ni localement Lipschitz. Donc u® n’est pas C'* ni méme Lipschitz.

Proposition 2. Soit u une fonction de classe C* sur un voisinage de A C C. On pose

o m(1 — |2]) <
ve(z) = u=(z) + cos T(u(z) —uA(z)) Sle|>1—e

uK(z) sifzl <1—e.

>
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(i) v est de classe O et se recolle de fagon C* a u hors de A.
(i) Pour e — 0, Da(ve) — Da(u).

Démonstration. (i) Ceci résulte de ce que 7 — cos? “(12:) vaut 0 en 1 — ¢ et 1 en 1, avec dérivée nulle.

(ii) Soit w = u — u® : c’est une fonction continue sur A, nulle sur A, d’intégrale de Dirichlet finie, et &

support dans A. = A\ A;_.. Alors

Do) = Da(u) = [ o =i = [ [ oot ™ TED ey
<o) [ /A lwld -+ O(1) /] G

< O(é)aire(Ae))-Hﬁx—i—O(l)//A dw| .

Le premier terme tend 0 puisque aire(A.) = O(e) et w|OA = 0, et le second aussi puisque [ ||dw]||? est finie.
Ceci acheve la preuve de la proposition 2.

Principe de Dirichlet C'. (i) Si D C X est un disque conforme dans une surface de Riemann, et si
u € CY(OD,R), son extension harmonique vérifie

Dp(uP)= inf D < 0.
p(u”) velcré(D) p(v) < oo

(ii) Si K C X est un domaine compact & bord C* et u € C*(K,R) :
(1) u harmonique sur Int(K) < (2) « minimise Dy (u) sur C}(K)
& (3) (Yw € Cy(K)) Di(u,w) =0
& (4) (Vw € CHInt(K)) D (u,w) = 0.

Démonstration. (i) Il suffit de le prouver pour D = A C C. Puisque u est de classe C* sur A, Da(u) < oo.
Ceci résulte immédiatement du (ii) de la proposition 1.

(ii) Par la remarque a la fin de 2.3, les propriétés (2) et (3) sont équivalentes, et impliquées par (1). De plus,
(3) implique évidemment (4), et (4) implique (3) car C}(Int(K)) est dense dans C'(K) pour la semi-norme
Dy (u)z. . Il reste & montrer que si u minimise D sur C(K,R), u est harmonique sur Int(K). Si ce n’est
pas le cas, il existe un disque conforme lisse D C Int(K) tel que u n’est pas harmonique sur Int(D). Comme
u est de classe C!, son extension harmonique u? vérifie Dp(u”) < Dp(u). On modifie v au voisinage
de OD pour que la nouvelle fonction v se recolle de facon C' avec u hors de D, pour donner une fonction
uP € CL(K) qui vérifie D (i) < D (u), contredisant (i). Il suffit de le faire dans le cas ot D = A, ce qui
résulte de la proposition 2.

2.7 Controle des fonctions harmoniques par 1’intégrale de Dirichlet

Proposition. Soit v : A — R une fonction continue qui est harmonique sur A. Il existe une suite de
constantes positives (Cy)nen+ indépendantes de u telles que

Cy

1/2
(1—r)vts '

(Vn e N*,7 €]0,1])  [[D"ua,||L> < Da(u)

Démonstration. Par hypothese, u(z) = co+ 2R > oo _, cmz™, avec Da(u) =47 Y oo m|cy|? < oo. Done, si
|z| =7 et |h], -, |hn] < 1,0n a

D™ u(2).(hy, -+ hy)| = ’23?( i m(m —1).---(m—n+1)cpz™ ".hy - hn>

