Surfaces de Riemann 2011-2012

TD 4 : Un peu d’analyse

Exercice 1. Courbes rationnelles dans le tore. Soit A un réseau de C. Montrer qu’il existe une
fonction holomorphe C/A — C non constante mais que toute fonction holomorphe C — C/A
est constante.

Exercice 2. Formule de Poisson. Soit u : D — R continue et harmonique sur . Montrer que
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Exercice 3. Partiel 2011.
1. Soit f: H= {z S C‘ Imz > 0} — R continue, harmonique sur H et bornée sur R. Est-elle
bornée sur H ?

2. Onsuppose de plus que f est bornée sur H. Montrer que six+iy € H, ona
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Indication. Traiter d’abord le cas ou f(z) a une limite quand |z| — oo. Utiliser le biholomor-
z—1
de H sur D et la formule de Poisson.

phisme z —

zZ+1

Exercice 4. Lemme de Weyl. Soit 2 un domaine de C et u € L*(Q2). On suppose que u est
harmonique au sens des distributions, c’est-a-dire que

Vye @(Q),Jf u(x)Ap(x)=0,

ol 7(£1) désigne comme d’habitude I'espace des fonctions infiniment différentiables et a sup-
port compact dans Q2. Le lemme de Weyl affirme qu’alors u est lisse et harmonique au sens
usuel. Le but de cet exercice est de démontrer ce résultat.

1. Soit Kun compact dans 2 et V un voisinage compact de K. Soit enfin k, / € N. Montrer qu'il
existe C > 0 telle que
Vz €K, |0% u(2)| < Cllullo.

2. Déduire du résultat précédent que si une suite de fonctions harmoniques converge unifor-
mément sur les compacts de €2, sa limite est encore harmonique.

3. En utilisant le théoréme d’Ascoli, montrer que si une suite de fonctions harmoniques sur
Q est bornée dans L'(£2), elle admet une valeur d’adhérence harmonique pour la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts.



5.

. Soit p € 2(C) une fonction positive d’intégrale 1. On définit les approximations (), par

la formule

unz) = f f p (%) u({)dLeb(?).
C

Montrer que les uj;, sont lisses et harmoniques, et que u;, converge dans L*(Q2), lorsque
h—0,vers u.

Conclure la preuve du lemme de Weyl.

Exercice 5. Polynomes et racines.

Si X est un espace topologique, on note Sym”"(X) son produit symétrique, c’est-a-dire le

quotient de X" par le groupe symétrique &(n), muni de la topologie quotient de la topologie
produit. La classe de 'élément (x,...,x,) sera notée {x;,...,x,} (attention : des répétitions
sont possibles).

On note C,[X] I'espace vectoriel des polynomes de degré < n et 'C,[X] le sous-espace

affine des polynomes unitaires de degré n.

1.

Montrer que I'application L : 'C,[X] — Sym"(C) qui associe a un polynome P la liste non
ordonnée de ses racines est une bijection d’inverse continue.

. Expliquer comment 'C, [X] peut-étre vu comme une partie de I'espace projectif P(C,,[X]) ~

CP".

On définit _
Sym”(C) - P(C,[X])
p

| Jx-2

i=1

o

" {z1,...,2p,00,...,00} —

Montrer que o est une bijection continue prolongeant L' : Sym"(C) — 'C, [X].

Indication : vous pouvez essayer d’exprimer cette application en coordonnées homogenes
en utilisant les polynomes symétriques homogenes :

h
o;((z1,x1),..., (20, X)) = Z Xo) " Xo(i) " Zep(i+1)""* Zp(n)-
pe6(n)

. En déduire la continuité de I'application L : 'C,[X] — Sym"(C) et les homéomorphismes

Sym”"(CP') ~ CP" et Sym"(C) ~C".

Remarque. Il ne nous manque gueére que les définitions de base de la géométrie complexe
pour voir que ces homéomorphismes sont en fait des biholomorphismes.



