Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 13 septembre 2021

DM 01 : révisions calculatoires

Exercice. Résolution d’'inéquations.

Pour les deux inéquations suivantes, commencer par déterminer pour quelles valeurs de x € R
I'inéquation a un sens, puis la résoudre.

L'un des intéréts de cet exercice est de vous exercer a la rédaction d’un raisonnement précis : veillez a étre
rigoureux d toutes les étapes de votre résolution, et a bien expliquer ce que vous entreprenez.

(a) 2x + 1| < 2 —x?;

(b) V2x2 +2x+ 1< 14+ x—x%

Probleme. Les premieres inégalités de Shapiro.

1. Soit aj, a; € Ret by, b, € R.. Montrer

2 2
aj | a4y > (a1 + a2

by by b1 + bz

)2

Par une récurrence facile (que 1’on ne vous demande pas de rédiger), on montre de la méme fagon

que, pour tout entier n > 2, pour tous ay,...,a, € Retbs,...,by € R, ona
2 2 2 2
a a a ata+---+a
o, a, e (it n)” (%)
b; by bn bi+by+---+by

2. Inégalité de Nesbitt = Shapiro III. Soit a, b, c € RY.

(a) Montrer 3(ab + ac +be) < (a+b +¢)?.
LIS

b+c c+a a+b” 2
3. Inégalité de Shapiro IV. Soit a,b,c,d € R7.

(a) Montrer2[a(b+c)+b(c+d)+c(d+a)+d(a+b)] < (a+b+c+d)?

a b c d

b) En dédui > 2.

(b) En déduire =+ g T g e T ato
4. Inégalité de Shapiro V. Soit a, b, c, d, e € R’}. Montrer

[®S)

(b) En utilisant (x), en déduire

a+b+c+d+ e S
b+c c+d d+e e4+a a+b” 2

| o
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5. Inégalité de Shapiro VI. Soit a, b, c,d, e, f € RY.
(a) Montrer que pour tous x,y,z € R, onaxy +xz+yz < X+ yz + 22,
(b) En déduire

alb+c)+b(c+d)+c(d+e)+dle+f)+e(f+a)+fla+b)
<A +bv2+c+d>+ e+ 2 +2(ad+ be + cf).

(c) Montrer

a+b+c+d+e+f>3
b+c c+d d+e e+f f+a a+b~ 7

6. Extension des inégalités de Shapiro. Soit &, 3,y € Ry tels que les sommes o+ 3, B +vy et x+vy
soient strictement positives.

En appliquant la question 2b|a des nombres strictement positifs bien choisis, montrer

x B,y 3
B+y v+a o«+p 2

On pourra utiliser le théoreme de passage a la limite des inégalités larges : si une suite conver-

gente (un)nen et un nombre réel m € R vérifient Vn € N,w,, > m, alors liT U, > m.
n—-+oo

| On pourrait de méme étendre les autres inégalités que nous avons démontrées.

Remarque. Il serait en revanche faux de croire (comme le mathématicien américain Harold S. Sha-

piro (1928-2021) en 1954) que, pour tout n > 3 et tous ay,...,a, € R,
S PP T (Shy)
ata ata antar ar+a” 2

En effet, on pourrait alors étendre I'inégalité en ne demandant que la positivité (au sens large) de
ar,...,an etla stricte positivité des dénominateurs, comme on I’a fait a la derniére question. Or,

0 42 2 42 4 41 5 39

ni2 2xm tnratirai Tt s 5439 3054 Tay3s
4 38 2 38 0 40 202566829

38412 2438 73850 0+40 14040 0442 28938140

<7.

En fait, 'inégalité (Sh,,) est vraie si et seulement si n < 13 ou n € {15,17,19,21,23}, méme si la
méthode employée dans ce DM, due a Louis J. Mordell (1888-1972) en 1958, ne permet pas de montrer
d’autres cas que ceux que nous avons traités.
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