Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 20 septembre 2021

DM 02 : logique [corrigé]

Exercice 1. Inégalité arithmético-géométrique a n arguments.

X+y
2

11 suffit de développer le terme de gauche dans 1'inégalité (/x — \/1])2 > 0.

1. Soit x,y € R;. Montrer /xy <

2. Principe de récurrence de Cauchy. Soit A C N* un ensemble vérifiant les propriétés suivantes.
i 1eA;
(i) meN'n+1TecA=>ncA;
(iii)) Vn e N* ne A= 2n € A.
Montrer que A = N*.

» Pour tout m € N, notons P(m) l'assertion 2™ € A. Montrons Ym € N,2™ € A par récurrence.

Initialisation. Sim = 0,2™ =1, qui appartient bien a l'ensemble A, d’apres la premiere hypothese.

Hérédité. Soit m € N tel que 2™ € A. On a alors 2™ = 2 x 2™ € A d’aprés la troisieme
hypothese.

Cela clot la récurrence.
» Montrons I'assertion suggérée par l'énoncé.
Soit p € A. On souhaite montrer [1,p] C A.

Pour tout q € [1,pl, on note Q(q) 'assertion q € A. Montrons Vq € [1,p],Q(q) par récurrence
finie descendante.

Initialisation. Par hypothése, on ap € A, c’est-a-dire Q(p).
Hérédité. Soit q € [2,p] tel que Q(q). Montrons Q(q — 1).

Comme q > 2, l'entier n = q — 1 appartient a N*, et vérifie n + 1 € A. D’apres la deuxieme
hypothése, on en déduit n € A, ce qui montre Q(q — 1) et clét la récurrence.

» On peut maintenant conclure.

, . iy . . Inn
Soit n € N*. En prenant un entier m supérieur ou égal a 2’ oman < 2™
n

D’apres le premier point du raisonnement, 2™ € A.

D’apres le deuxiéme point du raisonnement (appliqué ap =net q=2"), onan € A.
On a ainsi montré 'inclusion N* C A.

L’inclusion réciproque étant une hypotheése de la question, on a bien montré N* = A.

3. Inégalité arithmético-géométrique. Montrer que sin € N* et xq,...,x, € RY, alors
X1+ X
n X1 Xn < ¥'
n
Soit

A:{neN* V(X1y.ooyXn) € RY, /X7 -+ X <

I'ensemble des nombres d’arguments pour lesquels I'inégalité arithmético-géométrique est vraie. Nous
allons démontrer que A vérifie les trois hypotheses de la question précédente, et on en déduira A = N¥,
c’est-a-dire la validité de l'inégalité arithmético-géométrique générale.
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(i) Sin =1, l'inégalité dit simplement ¥x1 € Ry, V/x1 = X]J, ce qui est évident. On a donc 1 € A.

(ii) Soit n € N* tel que n + 1 € A. Nous allons démontrer que n € A. Soit donc (x1,...,xn) € RI.
Soity € Ry, que I'on fixera bientot.
En utilisant le fait que n + 1 € A, on obtient I'inégalité

X1+ X Yy
n+1 )

n+1/x] ,,,xny <

Le jeu va étre de choisir y de telle sorte a retomber sur l'inégalité arithmético-géométrique.
Le terme de gauche vaut

/X Xn Y = X}/(HH) B .XL/(HHJ yl/(nﬂj.

c 17 . 1 1 .
Si l'on veut que ce terme vaille {/x7 -+ xn = x/n .- -xn/“, il faut que
/(41 11 11 1/n(n+1) 1/n(n+1)
y/(n+)zx]7‘ “‘H...x;l‘ “'H:X‘ Cee X .

1 1
Posons doncy = x1/n /™ = AT %, Onaalors

“X] c e Xy = Tl+1/X] ...Xny

X1+ +Xn +Y

< (carm+1¢€A)
n+1
<x1+---+xn+m
S on+1 n+1
1 X1 e X
donc ] - — “X]...Xngu
n+1 n+1
%—/
=niT
donc “X]...Xngw'
n
On a donc bienm € A.
(iii) Soit n € A. Nous allons montrer que 2n € A. Soit donc (x1,X2,...,Xm—1,%m) € RY. Ona

RY/X1X2 "+ Xon—1 Xon = T\‘/\/M X2+ /X2n—1X2n

< VX1 X2+ /X1 Xon
~

(carm € A)
n
X1 +x Xom—1 + X
1 5 2 +oe gt n 12 n
< - (d’apres la question 1)
X1 X2 4+ Xon—1 T Xon
N 2n ’

ce qui démontre 2n € A et clot la preuve.

4. Application. Soit n > 1. En appliquant la question précédente a n + 1 réels positifs habilement

choisis, montrer que
T
n n+1

n
Qu’en déduit-on sur la suite ((1 + 1) > ?
n n>1

Soitn > 1.
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1 1
On applique la question précédente a 1,1 + mERERS 1+ - pour obtenir :

n fois
1 1T+ 4. (14+1
“+§/1x<1+1>x...x<1+1>< +(+n)+ +(+n)
n n n+1
2y 5
c’est-a-dire 14—l ' <&:]+L_
n n+1 n+1

Par croissance de la fonction x — x"H sur R, on en déduit

() <(at)
n n+1

Onadoncmontréevn 21,1+ — | < (14 —— , c’est-a-dire que 14+ — croit.
n n+1 n >

Exercice 2
On définit une suite (un)nen= par

1w =
w=1 e VkeN+{ *
UDk+1 = Uk + U417,

Déterminer la suite (Wn )nenx.

Apres avoir calculé les premiers termes, on note, pour tout n € N*, P(n) l'assertion un, = n.

Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence forte.

Initialisation. On a P(1) par définition de (un)nen-.
Hérédité. Soit n € N* tel que Vj € [1,n],P(j). Montrons P(n+ 1).
On distingue deux cas.

» Supposons n + 1 pair.
On peut alors trouver k € N tel quen + 1 = 2k.

e Commen—+12>2,0onak>1.
* Onendéduit quek <2k =n+1,donck < n.

En particulier, on sait que P(k) est vrai.

On a alors
Un4+1 = U2k
= Zuk (déf de (un)nGN*)
=2k (d’apres P(k))
=n+1.

» Supposons n + 1 impair, c’est-a-dire n pair.
On peut alors trouver k € N tel que n = 2k.
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e Commen>1,onak >0,donck > 1. A fortiori, k +1 > 1.
® Onendéduit quek <2k =n,donck <netk+1<n.

En particulier, on sait que P(k) et P(k + 1) sont vrais.
On a alors

Un+1 = W2k+1

= U + Uk+1 (déf. de (un)nen+)
=k+(k+1) (d'apres P(k) et P(k+ 1))
=n+1.

Dans les deux cas, on a montré Uy 1 = Un.
Cela montre P(n + 1) et clot la récurrence.

Exercice 3. Fonctions localement constantes.

Etant donné une partie I C R et une fonction f : I — R, on dit que f est localement constante si

VxelLFJyeR: 3 >0:Vte[t—x| < 0= f(t) =y.

Pour illustrer la diversité des approches possibles (qui ne se résument pas au « Candidat : » du cours), le
corrigé compose en gras les différentes maniéres d'introduire les « témoins » qui montrent une 3-assertion.

1. SoitI € R. Montrer que toute fonction f : I — R constante est localement constante.

Soit f : 1 — R une fonction constante. On peut donc trouver yo € R tel que Vs € I, f(s) =yo (M).
Montrons que f est localement constante.
Soit x € L.

Montrons Iy e R: 30 > 0:Vte L[|t — x| < 6 = f(t) =y.
Candidats :y =ypet 6 =1.
» Onabieny € Ret 6 > 0.

» Montrons vVt € [, [t —x| < & = f(t) =y.
Soit t € I'tel que |t — x| < 6.

D’aprés (#), on a f(t) =yo =y, ce qui conclut.

2. Soit I C R. Montrer que la somme de deux fonctions localement constantes est localement
constante.

Soit f, g : 1 — R deux fonctions localement constantes. Montrons que f + g est localement constante.
Soit x € L.
Comme f est localement constante, on peut trouvery’ € Ret 8’ > 0 tels que

VteLjt—x| <8 = f(t) =y ()
Comme g est localement constante, on peut trouvery” € Ret 8" > 0 tels que

VteLt—x| <8 = f(t) =vy". )
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Montrons Iy e R: 30 >0:Vte L[|t —x| < 6= (f+ g)(t) =vy.
Candidats :y =y’ +y” et § = min(58’,8").
» Onabieny € Ret 6 > 0.

» Soit t € Itel que [t —x| < 0.

/ !/

,onaf(t)=y'.

"

5
o Enappliquant () at, qui vérifie [t — x| < b
On en déduit (f + g)(t) = f(t) + g(t) =y  +y" =y, ce qui conclut.

o Enappliquant (V) a t, qui vérifie [t — x| d
d

NN

<
g "

,onaf(t)=y".

3. Donner un exemple de partie I C R et de fonction f : I — R qui soit localement constante, mais
pas constante.

Soit I ={—1,1}. On définit f : 1 — R en posant f(—1) = —Tet f(1) = 1.
» La fonction f n’est pas constante, car f(—1) # f(1).
» Montrons que f est localement constante. Soit x € L. Onax =—loux = 1.
o Six=—1,posonsy =—1letd=1.
Soit t € I'tel que [t —x| < 8. Onadonct € [-2,0].
Comme t € 1, on a nécessairement t = —1, donc f(t) = —1 =y.

e Six =1, on montre exactement de la méme facon quey = 1 et d = 1 conviennent.

4. SoitI C R. On rappelle que I est un intervalle si

v, yze [ (x <y<zetxecletzel)=yel

Montrer que I est un intervalle si et seulement si toute fonction f : I — R localement constante
est constante.

» Supposons que 1 est un intervalle.
Soit f : 1 — R localement constante. Montrons que f est constante.

o Silest I'ensemble vide ou un singleton, la fonction f est trivialement constante.

o On suppose donc que 1 est un intervalle ayant au moins deux éléments. On va utiliser l'indica-
tion et montrer que f est dérivable, de dérivée nulle.

Soitx € L
Comme f est localement constante, on peut trouver y € Ret & > 0 tels que
VteLit—x[ <6 =f(t)=vy.
En particulier, pour tout t € 1 différent de x et tel que [t — x| < 8, on a

-0 _y-y_,

t—x  t—x
Autrement dit, pour t suffisamment proche de x, le taux d’accroissement de f entre t et x est
nul

' f(t) — f
Cela montreque ( J)[ &) 0, c’est-a-dire que f est dérivable en x, et que f'(x) = 0.

—X t—x

Puisque notre raisonnement a été mené pour un x € 1 quelconque, on a donc montré que f était
dérivable en tout point et de dérivée nulle, donc elle est constante.

1. On utilise ici un fait, intuitivement évident, qui dit que la limite d"une fonction — ici le taux d’accroissement de f — en un point
ne dépend que de ce qu'il se passe autour dudit point. On appellera cette propriété le caractére local de la limite, et on le démontrera
facilement quand on aura des définitions précises de tout cela.
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» On va montrer la réciproque du point précédent par contraposée. Autrement dit, on va montrer que
si I n'est pas un intervalle, alors il existe une fonction f : I — R qui est localement constante sans

étre constante.
Supposons donc que 1 ne soit pas un intervalle, c’est-a-dire que

Ixy,zel:(x<y<zetxeletzel)ety ¢L

On peut donc trouver x,y,z € Rtelsquex <y < zetx,zelety &L
On définit alors la fonction

- R
f: . sz.t<y
1 sit>vy.

o Cette fonction n’est pas constante, car f(x) = O et f(z) = 1.

e Montrons f localement constante. Soit a € 1.
Montrons v e R: 30 >0:Vte[[t—al| <6 = f(t) =w.
On distingue alors deux cas.

> Supposons a < y.
On posealorsv=0et 6 =y —a.

o Onabienv € Ret, commey ¢ 1, la différence y — a est non nulle donc > 0.

o Soitt € Itel que |t —al <.

Onadonca—y<t—a<y—adonct<y.Commey &l, onamémet <vy.

Il s’ensuit f(t) =0 =v.

> Supposons a > .

On montre alors de la méme facon que v = 1 et 8 = a —y conviennent, car un élément

t € Itel que [t — a| < a —y vérifiera alors t >y, donc f(t) =1 =v.

Exercice 4
k(k+1)

On note (Ty)ken = ( 3

) la suite des nombres triangulaires.
keN*

Un entier n € N* est dit bon si

Ve e [0,n—1],3Fk € N*: Ty = £ (mod n).

Déterminer les bons entiers.

k(k+1)

=142
5 +2+

On rappelle que, pour tout k € N*, le k-ieme nombre triangulaire est Ty, =
particulier, pour tout k > 2, on a Ty =k + Ty_1.
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On commence par observer quelques cas. On écrit, dans la n-ieme ligne du tableau suivant, I'unique entier de
[0,n — 1] congru modulo n aux différents nombres triangulaires.

Te|1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 120 136 153 171 190 210
modulo 1 |(0) 103705707 0,500:705(03705(000:00370:00370:00:70:(0:70:(0°
modulo 2 0 0001 1300 0,01 1,00 0:01 1,00 0301 100 0
modulo3 \(I_0 _0J)71 0 071 0 0,71 0 071 0 071 0 071 0
modulo4 \(1_3 2 2)03 1 _0 001 _3 2 23 1 _0 01 _3 2 2,
modulo5 |(1_3 1 0 0J)°1 3 1 0 0,1 3 1 0 0371 3 1 0 0
modulo6 (1_3 0 4 3 3){4 0 3 1 0 031 3 0 4 3 3:(4 0
modulo7 (1_3 6 3 1 0 0J)'1 3 6 3 1 0 0:01 3 6 3 1 0
modulo8 (1_3 6 2 7 5 4 4)75 7 2 6 3 1 0 071 3 6 2
modulo9 |(1_3 6 1 6 3 1 0 0)/1 _3 6 1_6_3 _1 _0_ 0,1 3
modulo10/(1_3 6 0 5 1 8 6 5 5)6 8 1 5 0 6 3 1 0 0,

On observe une forme de périodicité avec des « blocs » de n nombres qui se répétent, i l'identique ou avec une
alternance entre deux formes. Cette périodicité va étre la clef de notre raisonnement.

Etape 0. Clairement, 1 est bon.
Etape 1. Le premier bloc de n nombres ne suffit pas (sauf si n = 1). Soit n > 2.
On a, pour tout k > 2, Ty, =k + Ty—1 donc Ty, = k+ Ty (mod n).
En particulier, Ty = Ty, (mod n). (Notons qu’on utilise ici I'hypothéese n > 2.)
Cela signifie que, modulo n, les n premiers entiers Ty, ..., Ty ne sont pas tous distincts. On ne peut
donc pas avoir V€ € [0,n — 1], 3k € [1,n] : Tx = { (mod n) : le premier bloc ne suffit pas.
Etape 2. Comparaison de Ty, et Ty. Soit k,n € N*. Ona

Tign =T+ +k+(k+D)+-+(k+n)=Te+nxk+(1+---+mn)
nn+1)

=T
K+ 3

(mod n).

: , Lo n+1
Etape 3. Si n > 1 est impair, il n’est pas bon. Sin est impair, on a i e N.

m+1)
2

Cela montre que I'entier n divise n . L'étape précédente entraine Vk € N*, Ty, = Ty (mod n).
Cela montre que, modulo n, la suite (Ty )xen+ est n-périodique.
On va en déduire que si, en outren > 1, alors n n’est pas bon.
En effet, d’apres I'étape 1, on peut trouver un entier { € [0,n—1] tel que Vk € [1,n], Ty # ¢ (mod n).
Soit maintenant k' € N*. On peut trouver k € [1,n] et d € N tel que k' = k + dn.
Par n-périodicité, on en déduit Ty, = Ty (mod n) et donc Ty, # € (mod n), ce qui montre que £ n’est
congru a aucun nombre triangulaire (et donc que n n’est pas bon).
En résumé (et en rajoutant I'étape 0), on a montré que le seul entier impair qui soit bon est 1.
Etape 4. Tout diviseur d’un bon est bon. Soit ny et n; deux éléments de N* tels que ny divise n;.
En particulier, ny < ny et, si deux entiers sont congrus modulo n;, ils le sont a fortiori modulo ny.
Supposons n, bon et montrons ny bon.
Soit £ € [0,n1 — 1]. On a a fortiori £ € [0,n, — 1].
Par bonté de n,, on peut trouver k € N* tel que Ty = £ (mod n;). On en déduit Ty = £ (mod ny), ce
qui conclut.

Par contraposée, on en déduit que tout multiple d’un entier quin’est pas bon n’est pas bon. En particulier,
aucun entier dont la division en facteurs premiers fait intervenir un nombre premier impair ne peut étre
bon.

Ainsi, si un nombre n’est pas une puissance de 2, il n’est pas bon.
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Etape 5. Les puissances de 2 sont bonnes. Commencons par deux remarques.

» Pourtoutv e N,ona

Qv+ (ZVH + ])

5 — ZV(2v+1 + ]) — 22v+1 S+ =2 (mod 2v+1))

carv+ 1< 2v+ 1, donc 2" divise 22V+7.
Avec I'étape 2, on en déduit Vk € N*, T 5vi1 = T + 2V (mod pASER)

On observe d’ailleurs cela dans le tableau des exemples : quand on passe d'un bloc au suivant dans
une ligne 1 > 2 qui est une puissance de 2, on ajoute a tous les éléments n/2 modulo n, ce qui
explique que les blocs alternent entre deux formes réellement différentes.

» Soit v € Net a,b deux entiers congrus modulo 2°. Attardons-nous sur leur relation modulo 2",

. b—a .
Le quotient q = est donc entier.

v
e Si q est pair, 2°"" divise b — a, donc a = b (mod 2¥*").
q—1 b—a-2"
2 Qv+l
Passons a la démonstration proprement dite, que I'on va faire « par récurrence sur I’exposant ».

e Si q est impair, est entier, donc a = b + 2¥ (mod 2¥*).

Pour tout v € N, on note P(v) lassertion « 2V est bon. »

Initialisation. On a vu a I'étape O que 1 est bon, ce qui montre P(0).
Hérédité. Soit v € N tel que P(v). Montrons P(v + 1).
Soit ¢ € [0,2""" — 1]. Notons ¢’ 'unique entier de [0,2" — 1] qui est congru a ¢ modulo 2"
D’apres P((), on peut trouver k € N* tel que Ty = ¢’ = £ (mod 2").
Grice a la deuxieme remarque plus haut, on peut distinguer deux cas :
» si T = (mod 2¥*), on a fini;

» 5i Ty = L+ 2¥ (mod 2V"), on utilise I'étape 2 et la premiere remarque :

Tt = T +2V =0+2" +2" = (mod 2¥1).

Dans les deux cas, on a trouvé un entier k' € N* tel que Ty, = £ (mod vt ), ce qui montre
P(v + 1), et clot la récurrence.

In fine, les entiers qui sont bons sont exactement les puissances de 2.
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