Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 4 octobre 2021

DM 03 : images itérées et applications [corrigé]

Probleme. Images itérées.

Dans tout le probleme, étant donné un ensemble X, une application f : X — X et une partie A C X,
on définit la suite d’ensembles (f"[A]), .y par

P[A]=A et VneN,fA] =f[f"[A]].

De maniere peut-étre plus parlante (et plus effrayante), pour toutn € N,
fA] = f[f[f[. - flA] - ]H)

avec n occurrences de la lettre f (et n paires de crochets).
On définit alors f[A] = ) f*[Al.
neN

Pour tout n € N*, on notera également f* = fofo- - -of (avec n occurrences de la lettre f) et 0 = idy,
de telle sorte que f™*[A] soit I'image directe de A par 'application f".

Partie I. Exemples et généralités.

1. Exemples. Dans les trois cas suivants, déterminer f"[X] pour tout n € N, et f*[X].

N— N

(a) X:Netf:{an_H-

Une récurrence immédiate montre que Yn € N, f*[N] = [n, 4-ool.

On en déduit £°[N] = (7] [n, +ool = 2.
neN

(b) X est un ensemble quelconque, et f : X — X est une application surjective.

Par surjectivité, on a f[X] = X. Une récurrence immédiate montre alors ¥n € N, f"[X] = X.
On en déduit f*[N] = X.

P(N) — P(N)
(© X=P(N)etf:d o {E\{min(E)} SiE#£ 0
0] siE=g@.

» Remarquons déja que f est bien définie car, pour tout ensemble non vide E € P(N), le cours garantit
Uexistence du minimum min(E).

» Pour tout n € N, notons H(n) l'assertion f*[P(N)] = P([n, +ool).
Montrons Yn € NyH(n) par récurrence.
Initialisation. On a [0, +oo[ = N, d’ott H(0).
Hérédité. Soit n € N tel gue H(n). Montrons Hn + 1).
On a f™[P(N)] = f[f"(P(N))] = f[P([n, +ool)], en utilisant la définition de (f*[A])

neN
et H(n).
11 reste donc a montrer que f[P([n, +ool)] = P(In + 1,+oc0l), ce que I'on va faire par double
inclusion.
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e Soit F € f[P([n,+ool)]. On peut donc trouver E € P([n,+ool) tel que F = f(E). On
distingue alors deux cas.

> SiE=g,o0maF=o,doncF € P([n+ 1, +ocol).
> Si E # @, il possede un minimum ny = min(E) € E.
Puisque E C [n, +oo[, on a ng > n. On distingue a nouveau deux cas.

o Sing =n,onaF =E\{n}. Puisque E C [n,+ool, tous les éléments de E sont > n,
donc tous les éléments de F sont > n, c’est-a-dire > n + 1, ce qui montre l'inclusion
FC[n+1,+ocol.

oSing>n,onanyg =>n+1,doncE C [n+ 1,400l A fortiori, F, qui est inclus
dans E, vérifie également F C [n + 1, 4o0[.

Dans tous les cas,ona F = f(E) € P([n+ 1, +oo[).

o Réciproquement, soit F € P([n + 1,+o0[). Montrons F € f[P([n,+ool)], c’est-a-dire
JE € P([n, +ool) : f(E) =F.
Candidat : E = {n} U F. Remarquons que, comme F C [n + 1,+oc0[, cette union est
disjointe.
> Ona clairement E C {n}U [n+1,+oo[ = [n, +ool.

> Commen € E,ona E # & et on a clairement n = min E, donc
f(E) =E\{n} = ((njUF)\ {n} =F,

ce qui conclut.

Cela démontre H(n + 1), et clot la récurrence.

» Il reste a calculer °[P(N)] = ﬂ P([n, +ool). Nous allons montrer, par double inclusion, que cette

neN
intersection est le singleton {&}.

e SoitE € ﬂ P(In, +o0l). Montrons que E € {@}, c’est-a-dire que E = @.
neN
Supposons par I'absurde que E possede un élément k € E. On a alors E Z [k + 1,400, donc

E & P([k+1,400l), donc E & ﬂ P(In, +o0l), ce qui constitue une contradiction.
neN

e Réciproquement, & est inclus dans tout ensemble, donc Vn € N, @ € P([n,+ool), donc on a

o€ ﬂ P(In, +ool), que I'on peut réécrire {&} C ﬂ P(In, +ool).
neN neN

2. Emboitement. Soit f : X — X et A C X.
(a) On suppose que A est stable sous f. Montrer ¥n € N, f**![A] C f"[A].

Pour tout n € N, on note P(n) Uassertion f**1[A] C f[A].
Montrons Yn € N, P(n) par récurrence.

Initialisation. Le fait que A soit stable sous f signifie f[A] C A, c’est-a-dire exactement P(0).

Hérédité. Soit n € N tel que P(n). Montrons P(n + 1).
L'assertion P(n) donne {1 [A] C fM[A].
D’apres les propriétés de l'image directe et P(n), on a

f2[A] = F[fTA]] C F[fMA]] = A

ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.
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(b) Soitny € N. On suppose f™*'[X] = f™[X]. Montrer qu’alors ¥n > ng, f*[X] = f*[X].
Dans ce cas, qui est f*[X] ?

» Soit n > ny. Notons s =n —ny > 0, de telle sorte que n = ny + s. On a alors
fn [X] — fno+s [X}
= 5[ [X]]
= S [frotT[X]] (par hypothese)
= fhotsHX] = M1 [X].

On a ainsi montré Yn > ng, 1 [X] = X, ce qui montre, apres une récurrence immédiate,
que Vn = ng, M X] = M[X].

» Onaalors

X = () fIX]

neN
=OXInf'XIN---NfeX] (car Vn = ng, fMX] = 0 [X])
= M [X]. (car f™[X] C --- C f'[X] C °IX])

Dans la suite, on dira que la suite (f"[X]), o stationne s’il existe un rang ny € N tel que I'on ait
vn > ng, fH[X] = ™ [X].

3. Stabilité et images itérées. Soit f : X — X.
(a) Montrer que f*[X] est stable sous f.
Soity € f*[X]. On a donc Vn € N,y € f*[X]. Montrons f(y) € f*[X].
Soitn € N.
» Sin =0, on a tautologiquement f(y) € X = f°[X].
» Sin>1,onay e '[X], donc f(y) € f[f*'X]] = X
On a ainsi montré Vn € N, f(y) € f[X], c’est-a-dire f(y) € f[X].

(b) Soit A C X tel que f[A] = A. Montrer que A C f*[X].

» Pour tout n € N, on note P(n) l'assertion A C " [X]. Montrons ¥Vn € N, P(n) par récurrence.
Initialisation. On a bien A C X = °[X], d’oit P(0).
Hérédité. Soitn € N tel que P(n).

Soit a € A. Comme A = f[A], on a a € f[A], donc on peut trouver a € A tel que
a = f(a).

D’apres P(n), ona @ € f*[Al, donc a = f(a) € f[f[A]] = 1AL
On a ainsi montré A C f*T1[A], ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.

» On aainsi montré Yn € N,Va € A, a € f"[X]. En échangeant les deux quantificateurs (ce qui
est loisible car ils sont du méme type), on a bien Va € A, a € f*[X], c’est-a-dire A C f*[X]).

4. (a) Soit f: X — Xune application telle que (f"[X]), o stationne. Montrer que f [f“’ [X]] = fY[X].

On peut trouver ng € N tel que Vn > ny, f*[X] = f*°[X]. On a vu que dans ce cas, *[X] = f™°[X].
On a alors f[f*[X]] = f[f[X]] = T [X] = f[X] = f*[X].
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(b)" Donner un exemple d’ensemble X et d’application f : X — X tels que f[f*[X]] # f*[X].
On va exploiter le dessin suivant, avec des « branches » toutes finies, mais de longueur non bornées.

(6,6)

(0,0) (1,0)
Plus précisément, on fixe X ={(0,0), (1,0)} U {(i,j) e (N*)? ‘ j < i} et on définit

X = X
(i,j—1) sij=2

(1,j) — < (1,0) sij=1
(0,0) sij =0.

f:

On vérifie facilement, par récurrence que

vn e N £ = {(0,0), (1,0} U {(5,) € (N[ +n <},

(0] (0] @)
(0] ©)
o (0] @)

On en déduit alors (par distributivité)

X =1{(0,0), (1, }U () {(},§) € N*[j+n < i} ={(0,0), (1, 1)}

neN

=

On a alors £[f°[X]] ={(0,0)} # f*[X].
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Remarque. On peut également donner un exemple en trafiquant un peu l'exemple de la question[Id

Etant donné une partie non vide E de I'ensemble N = N U {400}, on décrétera — la définition est
raisonnable — que min(E) = min(E \ {+00}) si E # {400} et que min({+oc0}) = +o0.
On peut alors considérer I'application

P(N) — P(N)
9:9 & H{E\{mm(E)} SiE+£o

& siE=g.

et vérifier Vn € N, g"[P(N)] = P([n, +oo[ U {+o0}) par un raisonnement trés proche de celui que
Nnous avions mene.

On a alors P({+o0}) = gV [P(N)] # g[g“[P(N)]] ={2}.

Partie II. Le cas fini.
Dans tout cette partie, X désigne un ensemble fini non vide.

5. Montrer que la suite (f"[X])nen stationne.
Dans toute la suite, on note Zy I’ensemble f* [X].

Notons C = {\f” [X]‘ ’ neN } I'ensemble des cardinaux des ensembles de la suite (f"[X])nen.

11 s’agit d’une partie de N, non vide puisque |X| = ‘fo [X]‘ eC.
Elle admet donc un minimum m = min(C). On peut donc trouver ny € N tel que [f™°[X]| = m.

D’apres la question on a fH[X] C f[X], ce qui montre en particulier ‘f“"” X] ‘ < X =m.

Mais par ailleurs,

fro] [X]( e C, donc ‘f“(’“ [X]( >m
On en déduit ‘anH X]| = m, puis f*[X] = oV [X] par inclusion et égalité des cardinaux.

D’apres @ la suite (f"[X])nen stationne.

6. Montrer que Z, est non vide et que f induit une bijection ¢ : Zy — Z,.

» On a montré a la question précédente que la suite (f"[X])nen stationne. En particulier, on peut
trouver ng € N tel que f°[X] = f[X] = Z,.
Puisque X est non vide, on peut trouver xo € X. On a alors £ (xq) € f°[X] = Z,, qui est donc non
vide.

» D’apres la question {4a), on a f[Zy] = Z,.
On en déduit que f induit une surjection ¢ : Zy — Zy.
Comme X est fini, sa partie Z est a fortiori finie, et la surjection ¢ est automatiquement bijective.

7. Soit x € X. Justifier 'existence de 5(x) = min {k eN ‘ *(x) e Zo}.
On peut trouver ng € N tel que Zy = f™°[X].
En particulier, f° (x) € Zy, c’est-a-dire que ny € {k eN ‘ *(x) € Zo}.

L’ensemble {k eN ‘ *(x) € Zo} est donc une partie non vide de N. Elle admet donc un minimum, ce
qui justifie I'existence de (x).

8. Soit x € X. Exprimer §(f(x)) en fonction de &(x).

0 si8(x) =0

On va montrer & (f(x)) = i par disjonction de cas.
5(x)—1 sid(x) >0
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» Sid(x)=0,onax € Zy, donc f(x) € Zy, donc d(f(x)) = 0.
» Supposons &(x) > 0 et notons-le p. Montrons 5(f(x)) =p — 1.
o Comme fP(x) = P71 (f(x)) € Zo,onap —1 € {k € N|f*(x) € Zo}, donc §(f(x)) <p — 1.
o Supposons par I'absurde 5(f(x)) <p — 1.
On pourrait donc trouver £ < p — 1 tel que Y (f(x)) € Zo.
On en déduirait que 1 (x) € Zo, c'est-a-dire quel+1¢€ {k eN ’ *(x) e Zo}.

Or,l+1<p=>95(x) :min{ke N‘fk(x) € Zo}.
Cela fournit une contradiction.

Cela montre 5(f(x)) = p — 1 et conclut la démonstration.

9. Pour tout k € N*, on définit Z, = {x € X|5(x) = k}. Montrer qu’il existe N € N tel que
» pour tout k € N, Zy est vide si et seulement si k > N ;
» on ale recouvrement disjoint X =Zy LU Z; U --- UZN;

» pour tout k € [1,N], f induit une application f : Zy — Zy_;.

Soit N = max d(x) € N (dont la définition ne pose pas de probleme car X est fini et non vide).
xe

» Montrons que, pour tout k € N, Zy est vide si et seulement si k > N.
o On montre le sens direct par contraposée. Soit k < N.
Comme N = rigz( d(x), on peut trouver xo € X tel que 5(xp) = N.
Par une application répétée de la question précédente (escamotant une petite récurrence), on en
déduit que d (fN_k(xo)> =k, c’est-a-dire que N"X(xo) € Zy.
En particulier, Zy n’est pas vide.

o On montre le sens réciproque par contraposée. Si Zy est non vide, on peut trouver x € Zy. On a
alorsk = 8(x) < N.

» Montrons que (Zy )Y, est un recouvrement disjoint de X.
e Soit i,j € [0,N].
Siun élément x € X appartient a Z; N Z;, on a 8(x) =iet 6(x) =j, donci =j.

Autrement dit, Zi N Z; = @& deés que i # j : les ensembles Zy,Zy, ..., ZN sont deux a deux
disjoints.
N
o Tout x € X possede une image 8(x) € [0, N, donc appartient a Zsy). Cela montre U Zi =X
i=0

» Soit k € [1,N].
Soit x € Zy.
D’apreés la question précédente, 5(f(x)) = d(x) —1 =k — 1, donc f(x) € Zy_;.
Cela montre que f induit une application Zy, — Zy_1.
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Graphiquement, on a ainsi décomposé 'ensemble X en « zones » Zy, de telle sorte que f envoie Zy
dans Zy_1 quand k > 0, et induise une bijection ¢ de Z, sur lui méme, ce que 1’on peut illustrer par
le schéma suivant.

Partie III. A'quivalenzsatﬂet conséquences.

10. Lemme fondamental de Dedekind. Soit X un ensemble, j : X — X une injection et M C X tel
que j[X] € M. Le but de cette question est de montrer que X et M sont équipotents.

(a) Montrer que X et M sont stables sous j.

» Comme j a pour codomaine X, on a j[X] C X, donc X est stable sous j.
» OnaM C X, doncjM] Cj[X] C M, donc M est stable sous j.

(b) Montrer ¥n € N, (j“[M] CiMX] et X C j“[M]).

Onai’M] =M C X =Xl etj'[X] €M =i°[M].
On montre alors I'assertion générale par une récurrence immédiate, a l'aide des propriétés de
I'image directe.
(c) En déduire que j[M] = j*[X]. On appellera cette partie K.
On procede par double inclusion.
» Soit x € j[M]. Pour tout n € N, onax € j"*[M], donc x € j"[X]. On en déduit x € j*[X].
» Soit x € j°[X]. Pour toutn € N, ona x € i""'[X], donc x € j*[M]. On en déduit x € j* [MI.

(d) Pour tout k € N, on définit

s "X sik=n
“TUMM] sik=2n+1.

Que peut-on dire sur la suite d’ensembles (By)ken a 'aide des questions précédentes ?

Les questions précédentes montrent Vk € N, By C By et ﬂ By = ﬂ "XIn ﬂ i"M] =K
keN neN neN
(on dira que les ensembles sont emboités).

Remarquons par ailleurs que By = X.

1. Ce théoréme possede une multitude de noms, souvent piochés parmi ceux des mathématiciens allemands Cantor,
Dedekind, Schroder et Bernstein. Son histoire, compliquée, s’écoule notamment de sa formulation par Cantor en 1887 a la
these de Bernstein en 1898. Le nom Aquivalenzsatz (« théoreme d’équivalence ») a été proposé par Cantor.
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(e) Pour tout k € N, on définit Ay = By \ By .
Montrer que (Ay)ken est un recouvrement disjoint de X \ K et que (Ay)xen+ est un recou-
vrement disjoint de M \ K.

Soit x € X.

Nous allons montrer que soit x appartient a K, soit il appartient a By pour un unique k € N. Cela
montrera que les ensembles de la suite (Ay)xen sont disjoints (par unicité) et que tout élément

de X \ K appartient a I'un des ensembles de la suite, c’est-a-dire que ﬂ A =X\K
keN
Considérons I = {k € N|x € By}. On distingue deux cas.

» Supposons que I # N. On peut donc trouver kg € N tel que x & By,. Par la propriété d’em-
boitement signalée plus haut, on en déduit que x n’appartient a aucun ensemble de la forme By,
avec k = By,.

Autrement dit, I'ensemble 1 est majoré. Il est par ailleurs non vide (By = X, donc 0 € 1), donc
il admet un maximum k = max(I). La propriété d’emboitement montre alors que I = [0, k].

Ainsi,
o pourl < k,onax ¢ Ay =B\ By, carx € Bey;
o pourl =x,0onax € Beetx & By, doncx € Ax = B¢ \ Beyr;
o pour{ > Kk, onax ¢ By. A fortiori, x € Aget x ¢ K.
» Sil=N,onax e K
Pour tout £ € N, on a alors x € Ay = By \ By 1, car x € By,
Montrons M\ K = U Ay
keN*
» Soit x € M\ K. Comme x € X\ K, on peut trouver k € N tel que x € Ay.
Comme Ag = X\ M, onak #0.
On en déduit que x € U Ay.
keN*
» Réciproquement, soit x € U Ay.
KeN*

On a clairement x € U Ax = X\ K, doncx ¢ K.
keN
D’apres le caractére disjoint de la suite (Ay)xen, on a x & Ay, c’est-a-dire x ¢ X\ M, c’est-a-
dire x € M.
On en déduit x € M\ K, ce qui conclut.

(f) Montrer que, pour tout k € N, j induit une bijection j : Ax — Ay;.

Soit k € N.
L’injectivité de j montre que j induit une bijection jy : Ax — j[Ax]. Il reste a déterminer j[Ay].
Montrons déja que, quels que soient C,D C X, on a j[C\ D] =j[C] \ j[D].
» Soity € j[C\ DI. On peut donc trouver x € C\ D tel quey = j(x).
Commex € C,onay € jlC].
Supposons par I'absurde que y € j[D]. On pourrait alors trouver x" € D tel que y = j(x").
Par injectivité de j, on en déduit x = x', donc x € D, ce qui était exclu.
On a donc montréy € j[C] et y & jID], c’est-a-direy € j[C] \ j[DI.
» Réciproquement, soit y € j[C] \ j[D].
Commey € j[C], on peut trouver x € C tel que y = j(x).
Sil'on avait x € D, on auraity € j[D], ce qui est exclu, donc x € C\ D.
Cela démontrey € j[C \ DI.
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On peut maintenant conclure.

» Si k est pair, on peut trouver n € N tel que k = 2n et on a alors
AL =3 [MX\ M) =5 XI] M) =5 X M = Ay,
» Si k est impair, on peut trouver n € N tel que k = 2n + 1 et on a alors

JIAL =3[ ™M\ TIX]] =5 MG [T M) =TT M = Ao,

(g) Pour l'inspiration. Trouver une bijection ¢ : N — N* telle que, Vn € N, ¢(n) =n (mod 2).

On vérifie facilement que

N — N
) ) i .
R SN m+ sz'm;')azr.
m St m impatr

convient.
(h) Conclure la démonstration du lemme fondamental de Dedekind.

Notons Xy = KU U Ay CM.

{eN
U impair

On sait alors que (Ay)xean est un recouvrement disjoint de X \ Xo et (Ax12)xean, de M\ Xo.
Notons

X — M

: X six € X
0 XH{ o

jk(x) six € Ay pour un certain k pair
M — X
et P XH{X six € Xp

)k(x) si X € Ayy2 pour un certain K pair.

Les applications sont bien définies.

» Onaypoe: X — X Soitx € X.
e Six e Ay, ona@(x)=x¢€ Ay, donc(p(x)) =x.
e Si, pour un certain entier pair k, x € Ay, on a @(x) = jk(x) € Ayxia, donc on a
b)) =j; (k(x) =x.
Dans tous les cas, on a (\p o @)(x) = x, ce qui montrep o @ = idx.
» On montre exactement de la méme facon que @ o\ = idp.

Cela montre que @ : X — Metp : M — X sont des bijections réciproques, et donc que X et M
sont équipotents.

11. Aquivalenzsatz. Soit E et F deux ensembles. On suppose qu’il existe une injection f : E — F et
une injection g : F — E. Montrer que E et F sont équipotents.

Par composition, j = g o f : E — E est une injection.

Par ailleurs, pour tout x € E, j(x) = g (f(x)) € gl[F], car f(x) € F.

On peut donc appliquer le lemme fondamental de Dedekind a l'injection j : E — E et la partie M = g[F].
On en déduit que E et g[F] sont équipotents.

Comme g est injective, elle induit une bijection F — g[F] donc F et g[F] sont équipotents.

On en déduit que E et F sont équipotents, ce qui conclut.
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12. Quelques ensembles en bijection avec N.

(a)

(b)

(©

(d)

On note NV I’ensemble des suites (Un)nen & valeurs dans N qui sont presque nulles (ou
nulles a partir d'un certain rang), c’est-a-dire telles que 3N € N: Vn > N, u,, =0.

En utilisant la décomposition en facteurs premiers, montrer que N et N sont équipotents.

Notons (pn)nen la suite des nombres premiers.
Une maniere d’énoncer le théoréme fondamental de I'arithmétique est de dire que I'application

NN N
O (Vi )nen — H p‘r)xn
neN

est une bijection : I'existence de la décomposition en facteurs premiers démontre la surjectivité de @,
alors que 'unicité démontre son injectivité. Notons que, méme s’il a I'air infini, le produit H P
neN
est fini : étant donné (vn)nen € N, on peut trouver un ensemble fini 1 tel que ¥n € N\T, v, = 0.
OnadoncVn € N\ I,py» =1, et on peut ignorer ces facteurs dans le produit. Autrement dit, le
produit dans la définition de © est une maniere légerement abusive d’écrire le produit fini H P
nel
L'application ® montre donc que N et N* sont équipotents. Comme n +— n — 1 définit une
bi]('le\gtionNN* — N, on en déduit, par composition, que ¥ : n — ®(n) — 1 est une bijection
NV — N.

En utilisant I’Aquivalenzsatz, en déduire que, pour tout r € N¥, les ensembles N" et N sont
équipotents.

s oo JN— N’ . —
» L'application i: {n ) (1,0,0,...,0) est clairement injective.
N N

» L'application j : { est clairement injective.

(nyy...,ne) = (Ngy...,n,0,0,...)
Par composition, ¥ o j : N' — N est injective.

D’apreés I’Aquivalenzsatz, on en déduit que N" et N sont équipotents.

Montrer que N et Z sont équipotents.

e —Z , o
» L'application i: {N est clairement injective.
n—n

7 — N?
» On vérifie facilement que I'application j : (n,0) sin >0 estinjective, par exemple
{(O,Inl) sin<0
N -

(a,b) s a—b, onasoj=idyg.

parce que, si l'on définit s : {

La question précédente montre par ailleurs qu'il existe des bijections N* — N, choisissons-en
une, notée x.

La composition x o j : Z — N est alors injective.

D’apres I’ Aquivalenzsatz, on en déduit que N et Z, sont équipotents.

Montrer que N et Q sont équipotents.

—Q

» L'application i: {N est clairement injective.
n—n

» Définissons une injection j : Q — N° : étant donné r € Q, on écrit r sous la forme e E, ol
q
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o ¢ € {1} est le signe de r (convenons que, si v = 0, on choisit € = 1) ;

e p € Net q € N* sont tels que P soit la forme irréductible du rationnel |r|. Autrement dit,

on demande que p et q soient premiers entre eux.

L’application j : v — (1 + €, p, q) est alors clairement injective.

Commie dans la question précédente, si © : N> — N est une bijection, o j : Q — N est injective.
D’apres I’ Aquivalenzsatz, on en déduit que N et Q sont équipotents.

13." Une autre application. Montrer que P(N) et N sont équipotents.

P(N) — NN

A 1, est

» On montre facilement (cela a d’ailleurs plus ou moins été fait en cours) que Y : {

une application injective.
NN — P(N?)

» o On montre facilement que T : { f o gr(f) = {(n,f(n) ‘n € N}

est une application injec-

tive.
P(N?) — P(N)

A o x(A] est

e On dispose d'une bijection x : N* — N. On montre facilement que X {

alors également une bijection.
Par composition, X o T : NN — P(N) est injective.

D’aprés I Aquivalenzsatz, on en déduit que P(N) et NN sont équipotents.
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