Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 10 novembre 2021

DM 05 : simple as (2 ?l) [corrigé]

Exercice 1. Crochets de Lie.
Etant donné A, B € M,(R), on définit leur crochet de Lie [A,B] = AB — BA.

Le but de I’exercice est de déterminer 1’ensemble 8 = {[A, B] ‘ ABe Mz(R)} des crochets de Lie.

1. Montrer que YM € 8, tr(M) = 0.
Soit M € 8. On peut donc trouver A,B € M, (R) tel que M = [A, B]. On a alors
tr(M) = tr([A, B]) = tr(AB — BA)

= tr(AB) — tr(BA) (linéarité de la trace)
=0. (cyclicité de la trace)

2. Montrer que 8 est stable par multiplication par un scalaire, c’est-a-dire VM € §, VA € R,AM € 8.
Soit M € 8 (on peut donc trouver A,B € M, (R) tels gue M = [A,B]) et A € R. On a alors

AM = A(AB — BA) = (AA)B — B(AA) = [AA, B],
ce qui montre AM € §, et conclut.

3. Montrer que $ est stable par similitude, c’est-a-dire YM € 8§, VN € M(R),M ~N = N € 8.

Soit M € 8 (on peut donc trouver A,B € M;(R) tels que M = [A,B]) et N € M;(R) tels que M ~ N.
On peut donc trouver P € GL;y(R) tel que N = P~'MP. On a alors

[P~'AP,P~'BP] = (P~'AP)(P~'BP) — (P"'BP)(P'AP)

=P '(AB—BA)P
=P 'MP =N,

ce qui montre que N € 8, et conclut.

4. Montrer que diag(1,—1), E1, et E;; — Ej > appartiennent a 8.
En bidouillant avec les matrices élémentaires, on obtient
diag(1,—1) =E11 —Ez» = E12E>1 —Ez1E1 2 = [E1 2, Ep 1]
Ei» =Ei B> — Ey B, = [E1 2, Ep )
>

=0,
et Ez1—Ej2=(E12+Ey1)Er1 —Eq; (Eip+Ex1) = [Erp +Ea, Eq gl

5. Déduire de tout ce qui précede que 8§ = {M € Ma(R) ’ tr(M) = O}.

La premiere question de I'exercice montre 'inclusion directe. Soit maintenant M € M;(R) tel que
tr(M) = 0. On va montrer M € 8 en utilisant la classification des matrices de M (R) a similitude
pres.
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Cas 1. Supposons que M posseéde deux valeurs propres A # A" dans R. On a alors M ~ diag(A,A").
Par invariance de la trace, on a donc A+A' = tr (diag(A,A")) = tr M = 0, ce qui montre N = —A.
On adonc M ~ Adiag(1,—1).

» D’apres la question[d, on a diag(1,—1) € 8.
» D’apres la question[2} on en déduit A diag(1,—1) € 8.
» D’apres la question (3| on en déduit M € 8.

Cas 2. Supposons que M possede une unique valeur propre A € R.

On aalors M = Al ou M ~ < 0 ;\) et le méme arqument d’invariance de la trace que dans le
premier cas montre A = 0, donc M = 0, ou M ~ Eq 5.

L’égalité 0, = [02,0,] et Ia questionmontrent que les deux matrices 0, et Eq , appartiennent a 8.
La question 3| conclut alors.

Cas 3. Supposons que M ne posseéde pas de valeur propre réelle. On en déduit I'existence de a € R

. a —b
etbeR telsqueM~(b a)'

Encore une fois, par invariance de la trace, on a 0 = trM = 2a, donc a = 0 et M ~ b(E 1 — Eq ).
On obtient M € & comme dans le premier cas : on a successivement Ey 1 —Eq 5, b(Ep1 —Ej ) et M
qui appartiennent a 8.

Exercice 2. Autour du théoréeme de Cayley-Hamilton.
0. Démontrer le cas particulier (n = 2) du théoréme de Cayley-Hamilton :

VA € Ma(R), A% — tr(A) A + dét(A) L, = 0,.

SoiifA:<z1 Z)GMZ(R). On a alors
2 2
2 ) _({a"+bc—a"—ad+ad—bc ab+bd—ab—bd _
A tr(A)A+det(A)Iz—< ac+cd—ac—cd be 4+ d* —ad—d* +ad —be = 02.

1. Polynémes en A. Etant donné M € M, (R), on appelle polynome en M toute matrice de la forme
d

Z M MK, ottd € NetAg,...,Aq € R.On note RIM] C M, (R) 'ensemble des polynomes en M.
k=0

Soit A € Mz (R). Montrer l'égalité

RIA] = {7\012+)\1A‘7\0,)\1 GR}.

» L'inclusion réciproque est claire.

» Avant de nous lancer dans la démonstration de l'inclusion directe a proprement parler, nous allons
commencer par un résultat préliminaire.

e Pour tout n € N, on note P(n) l'assertion « 3o, e R: A" = ol + B A. »
Montrons Yn € N, P(n) par récurrence.

Initialisation. L’initialisation est claire : « = 1 et 3 = 0 conviennent.
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Hérédité. Soit n € N tel que P(n) : on peut donc trouver , 3 € R tels que A™ = « I, + 3 A.
On a alors

AMT = AA"
= Al +BA)
= oA + B A?
= oA+ B (tr(A) A — dét(A) I)
= —B dét(A) I + (o + B tr(A)) A,

ce qui conclut, en posant o' = —B dét(A) et B’ = o+ B tr(A).
Cela montre P(n. + 1), et clot la récurrence.

e Passons a la démonstration proprement dite : soit M € R[A].
d
On peut donc trouver Ao, ...,Aq € R tels que M = Z A AX. D’apres le point précédent, pour

k=0
tout k € [0, dl, on peut trouver oy et By € R tels que A* = o I, + By A. On en déduit

d d
M = (Z Ak 06k> I + <Z Ak Bk) A,
k=0 k=0

ce qui conclut.

2. Carré d’un crochet de Lie. On réutilise la notation [, -], vue a I'exercice précédent.

(a)

(b)

Montrer identité de Hall : VA, B,C € M (R), [[A, B]Z,c] ~0,.

Soit A,B,C € M(R).

Notons M = [A, B

D’apres la question [I|de I'exercice 1, on a tr(M) = 0.

D’apres la question @ on en déduit M? + dét(M) L, = 0,, c’est-a-dire que M? = —dét(M) L.
Ainsi, M2 est une matrice scalaire, et commute donc a tout élément de M, (R).

En particulier, [M?,C] = [[A, B]Z,C] =0,.

Soit A, B € M,(R) et n € N* tels que [A, B]™ = I,. Montrer que 1 est pair et que [A, B]* = 1.

Comme dans la question précédente, notons M = [A, BJ.

On a vu & la question précédente que M?* était scalaire. On peut donc trouver w € R tel que
1\/[2 = [,le.

On en déduit, par une récurrence immeédiate, que Yk € N, Mz = Tha oy

On en déduit alors Yk € N,M**! = u* M. La matrice M étant de trace nulle, aucune matrice de
la forme A M ne saurait valoir 1.

Cela démontre déja que n est nécessairement pair. En outre, I'égalité M™ = I, donne w™? 1, =1,
d’oix I'on tire w™? =1 (par exemple en considérant le coefficient (1,1)).

Le nombre réel u est donc une racine de 'unité : on en déduit w = =+1 et, dans tous les cas,
A,B*=M*= 2L =1L.

3. Critere de nilpotence. Rappelons qu'une matrice M € M,,(R) est nilpotente si 3p € N : MP = 0,,.

(a)

Soit A € M (R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i. A nilpotente;

ii. Spp(A) ={0};

iii. tr(A) =dét(A) =0;

iv. A*=0,.
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(b)

("

(a)

» Supposons A nilpotente. On peut donc trouver p € N tel que MP = 0,.
Soit A € Spy(A). On peut donc trouver un vecteur propre X associé a la valeur propre A,
c'est-a-dire X € C* non nul tel que AX = AX.
Par une récurrence immédiate, on a Vk € N, AFX = A*X. En particulier, APX = APX, ce qui
donne APX = Oca.
Comme X # Ocz2, on en déduit NP = 0, puis A = 0.
Cela montre l'inclusion Sp(A) C {0}.

Par ailleurs, comme Sp(A) est I'ensemble des racines complexes d’un polynome x o de degré 2,
on a Spp(A) # @, et il s’ensuit I'égalité Sp(A) = {0}.

» Supposons Sp(A) = {0}.

Le polynome xa = X* — tr(A)X + dét(A) a donc O pour unique racine complexe. D’apreés les
relations de Viete, on en déduit tr(A) =0+ 0=0et dét(A) =0 x 0 =0.

» Supposons tr(A) = dét(A) = 0.
D’apreés la question @ on a immédiatement A* = 0.

» 1l est clair que toute matrice de carré nul est nilpotente.
Cela montre I'équivalence entre les quatre assertions.
Existe-t-il deux matrices A, B € M;(R) telles que ABAB = 0, mais BABA # 0,7

Non ! En effet, si l'on a ABAB = 0, on en déduit BABABA = 0, en multipliant a gauche par B
et a droite par A, donc (BA)? = 0,.

D’apreés I'équivalence précédente, cette nilpotence de BA entraine a son tour (BA)? = 0, c’est-a-
dire BABA* = 0,.

Existe-t-il deux matrices A, B € M;3(RR) telles que ABAB = 03 mais BABA # 03 ?

On peut par exemple prendre A = E; ; + Ez 3 et B = E;j; + E; 3. On a donc
» AB = EF77 + By E) 3 + EssBr; + EssFrs = Ea3, donc ABAB = Ej 5 = 03,
» BA =E; E;, + E1oE33 + ExsE5; 4+ Ey3E3 3 = Er ) + Ey 3, donc

BABA = (E1 + E;3)? = EyoF77 + E12E3 + E25E77 + EasFas = B3 # 0s.
Montrer VA, B € M,(R), dét(A + B) + dét(A — B) = 2dét A + 2détB.
Soit A,B € M(R). Ona
(A+B)>+ (A—B)? =A%+ AB+BA + B?+ A>— AB — BA + B?
—2A? + 2B
En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton YM € M;(R), M? = tr(M) M—dét(M) L, il s ensuit

tr(A +B) (A +B) —dét(A +B)I, +tr(A —B) (A —B) —dét(A —B) I,
= 2[tr(A) A —dét(A) I, + tr(B) B— dét(B) I,] .

Or,onatr(A+B)(A+B)+tr(A—B) (A—B) =2 tr(A) A+2 tr(B) B, notamment par linéarité

de la trace, donc on peut simplifier les termes faisant intervenir la trace de part et d’autre pour
obtenir

— (dét(A + B) + dét(A —B)) I, = —2 (dét(A) + dét(B)) L.

Par exemple en considérant les coefficients (1, 1) de part et d’autre, on en déduit I'égalité demandée.
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(b) Montrer que pour toutn > 1 et tous Ay,..., Ay € Ma(R),ona

n
D> dét(erAr 4+ FenAg) =2 ) dét(Ay).
(€1 7'"v€n)e{_1»]}n k=1

Pour tout n € N*, on note P(n) 'assertion

n
VA1,...,An € Ma(R), > dét (1 A1+ -+ en Ag) =27 ) dét(Ay).
(5],_“,5“)6{—]’]}“ k=1

Montrons Yn € N*, P(n) par récurrence.

Initialisation. Soit A1 € Mz(R). On a dét(—A) = dét(Ay), car la formule explicite du déter-
minant rend clair que YA € R,VA € M;(R), dét(AA) = A% dét(A). Ainsi,

dét(Aq) + dét(—Aq) = 2dét(Ay),

d’oit P(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que P(n).
Soit Aqy...,An,An € Ma(R). Ona

> dét(e1 Ay + -+ en An + Enst Ansi)
(51»-~~»5ny£n+1 )E{_]yl}n+]
= Z [dét(e1 A1+ +en An+ Ant)
(e1yeeyen) {1,111
+dét(e1 A1+ -+ en An — Anp) ]
= Z [2dét (e Ay + -+ en An) + 2dét(An )] (ques. préc.)
(81»"-»51’\.]6{_])]}“
=2 > dét(e1 Aj+ -+ en An) + 2 dét(An) (linéarité)
(€],...,€n)€{—],]}n

=2x2") dét(Ay) + 2™ dét(Anyr) (d’apres P(n))
k=1
n+1

=2"1 % deét(Ay),
k=1

ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.

Exercice 3. Densité des matrices inversibles.

Soit A € My (R). Montrer qu’il existe 5 > 0 tel que

VteR,0< [t <d=A—tl € GL;(R).

Soit A € M;,(R). On rappelle que t est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — tI, n’est pas
inversible.

11 suffit donc de trouver & > 0 tel que I'ensemble ]—5,0[ U ]0, 8 ne contienne aucune valeur propre de A.

Cela est tres facile car I'ensemble Spy (A) des valeurs propres réelles de A est fini (il possede 0, 1 ou 2 éléments
suivant le signe du discriminant du polyndme caractéristique X ).

Plus précisément :
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» siSpp(A) C {0}, A ne possede aucune valeur propre non nulle et & = 1 convient ;

» si Spp(A) NR* # @, cette intersection est finie, et I'on peut choisir A € Spg(A) N R* de valeur absolue
minimale & = |3|.

Cette minimalité montre qu’aucune valeur propre de A n’appartient a ]—5,0[ U 10, 8|, et conclut.

Exercice 4. Le groupe GL,(Z).

Dans cet exercice, on note M;(Z) 1'ensemble des matrices A € M;(R) dont tous les coefficients sont
des entiers relatifs. On note également

GL,(Z) = {A € My(2) )détA e (-1, 1}} .

1. Soit A € M(Z) N GL,(R). Montrer que A~ € M,(Z) si et seulement si A € GL,(Z).

» Supposons A~ € M,(Z). On a donc dét(A™") € Z vu la définition du déterminant, puis, par
multiplicativité du déterminant, 1 = dét(I;) = dét(A) dét(A™).
Comme les seules décompositions de 1 en produit de deux entiers sont 1 =1x 1= (—1) x (1), on
en déduit que dét(A) = dét(A™") = £1, et donc que A € GL(Z).

» Réciproquement, supposons A € GL,(Z), et notons A = <2 g) On a alors

1 d —-b d -b
-1 _
A= dét A (—c a > =+ <—c a ) € Ma(Z),

ce qui conclut.

2. Soit A € M(R).
(a) On suppose VX € Z*, AX € Z*. Montrer que A € M;(Z).

0

L’hypothese entraine Ci(A) = A (é) € Z et Co(A) = A <1

) € 7%, donc A € M, (Z).
(b) On suppose VX € R?, X € Z* & AX € Z?. Montrer que A € GL,(Z).

» Commengons par montrer que A est inversible. Supposons par I'absurde que ker(A) # {0} : on

peut donc trouver x,y € R non tous les deux nuls tels que A (X> = Og2.
Y

1
e Six #0, le vecteur X = >~ <1j> = (112) vérifie encore AX = Opa.

On a donc trouvé un vecteur X € R? vérifiant X ¢ Z* mais AX € 72, ce qui contredit
I"hypothese.

) s - . 1 x\ [ o=
e Siy # 0, on obtient a nouveau une contradiction en considérant X = 2y <y> = (1 /2>.

» L'hypothese donne clairement ¥X € 72, AX € Z?, donc A € My(Z) d’apres la question précé-
dente.

» Soit X € 7. En appliquant I'hypothése @ A~'X, on a équivalence entre A~'X € 7 et X € 7*
(assertion que I'on a supposée vraie), donc A~'X € 7.

On a ainsi montré VX € Z*,A~"X € 72, et I question précédente montre que A7 e My (7).

Onadonc A € My(Z) NGLy(R) et A~ € Ma(Z) : la premiere question de I'exercice entraine
alors A € GL,(Z).
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3. Eléments d’ordre fini.

(a) Donner un exemple de matrice A € GL,(Z) telle que Vp € N*, AP # L.

P
Une récurrence immédiate montre que Vp € N, (é 1) = (2) ?),dancA = ((]) }) convient.

(b) Déterminer les A € U tels que 2Ré(A) € Z.

Analyse. Soit A € U tel que 2Ré(A) € Z.
Comme A € U, on a Ré(A)> < REé(N)? + Im(A)? = 1, donc Ré(A) € [—1,11.

1 1
Comme en outre 2Ré(N) € Z, on en déduit Ré(N) € {—1 T 0, 7 1 }

Comme A € U, on peut trouver 0 € R tel que A = ' (et donc Ré(\) = cos 0). On distingue
alors les cing cas précédents :

» sicos®=—1,0na0 =m(mod 2m), donc A = —1;

1 2
> sicosez—i,onaezig (mod 27), donc A =jou A =7;

» sicosO=0,0na0 E:i:g (mod 2m), donc A =iouA = —i;

1 _
S sicosezi,onaezj:%T (mod 27), donc A = (gou A = (g;

» sicosO=1,0na0 =0 (mod 2m), donc A = 1.
Ainsi A € {i])iiyj)ja C6)Z6} :{i1)ii}u{]>C6)j)_1aj>Z6} = Uy U Us.

Synthese. Réciproquement, il est clair que les éléments de Uy U Ug conviennent.

On remarque que tous les A ainsi obtenus vérifient \'> = 1.
(c) Soit A € GL;(Z) tel que Ip € N* : AP =1,. Montrer que A7 =1,.

On peut trouver p € N* tel que AP = I,. On va considérer A comme une matrice réelle et lui
appliquer le théoreme de classification a similitude pres. 1l y a trois cas.

Cas 1. A possede deux valeurs propres réelles distinctes A # .
On a alors A ~ diag(A, w), donc on peut trouver P € GL,(C) tel que P'AP = diag(A, u).
En élevant a la puissance p, on obtient I = P 'LP = (P'AP)P = diag(AP, uP), donc
AP = uP = 1. Cela entraine en particulier A\, € {—1,1}. Quitte a les échanger, on peut
supposer N = 1et p=—1.
On a donc A = P diag(1,—1 )P, doi A* =1,.
A fortiori, A'? = 1,.

Cas 2. A possede une unique valeur propre réelle .

» SiA=AL,onaA =1,doncA==+1et A2 =1L.

» Sinon,ona A ~ <g ;\) On en déduit +1 = dét A = A, donc A = +1.

e SiA=1,0na AP = ((]) ?), ce qui contredit I'hypothése AP = 1.

e SiA=—1,0ona AP = (—1)P (:) —]p> (par une récurrence immédiate ou grice au
bindme de Newton), ce qui contredit également I’hypothese.

Ce sous-cas ne se produit donc pas.
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Cas 3. A possede deux valeurs propres complexes non réelles conjuguées : on peut donc trouver
A€ C\Rtel que A . diag(A, A).
Onaalors +1 =détA =Ax A= AP, donc A € Uettr A = A+ A = 2Ré(A).
On en déduit A € U et 2Ré(A) € Z. D'apres la question précédente, on a \'* =
Ainsi, A" = P diag(A'3,A ")P~' = PL,P' = L.

1.

4. Couples de matrices engendrant un groupe libre. Soit A, B € GL,(Z).
» On appelle mot réduit en A et B tout produit de 1'une des deux formes suivantes :

A"B2AB ... A" i rimpair ou BUA2BY ... B sirimpair
AYB2AB .. B sir pair BUARZBR ... Al siTpair,

ouur > 0 et ou les exposants ij,12,13,...,1, sont des entiers relatifs non nuls. Pour des
raisons évidentes, les mots du premier (resp. deuxieme) type seront dits commengant par A
(resp. B).

Par exemple, A’B~' ABAB 2 est un mot réduit (commengcant par A).

» On dit que (A, B) engendre un groupe libre si tout mot réduit en A et B est différent de I,.
(a) Montrer que dans les cas suivants, (A, B) n’engendre pas un groupe libre :
& A et B sont deux éléments de GL;(Z) qui commutent.
Ona ABA7'B™! = L.
O A=C"etB=C", pour une certaine matrice C € GL,(Z).
OnaAVB7 =1,

O A= (? _1]> et B est un élément quelconque de GL;(Z).

On a (apres calcul) A® =T,.

11 1 0
s a- (! a1 )

0
-1
Onadonc AB'A’BTA’B TA’B A =1,.

OnaAB'A = < é) , dont on vérifie facilement que la puissance quatrieme vaut 1.

(b) Dans les deux questions suivantes, on fixe A = <(]) ?) etB= (; ?) .

Soit (ny)ken et (my)ren deux suites d’entiers relatifs non nuls. On définit une suite de
matrices (My)xen par Mo =D et Vk € N, (M1 = Mo A™ et Mpyyz = My B™).
Enfin, on définit la suite (cy)xen par

M si k pair
vk e N, o = 4 Midip sikpair
Myl12  sikimpair.
Montrer que la suite (|cn41| — |cn|), ¢y est croissante.
Soitm € N.

» Supposons n pair : on peut donc trouver k € N tel que n = 2k. On a alors successivement

o My =My = (Cj“ :);

1. C’est le nombre complexe —i, apres tout.
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c * 1 2n C c
e (20 ) (2 )

c c 1 0 C *
e My i) =My = < ik 2:“) <2mk 1> = ( 2:“ *)

donc Coiq2 = Cox + 2My Coxp1-
D’apreés 'inégalité triangulaire, [coi42| = 2 [mul |cat1] — leakl.
Comme my #£ 0, on en déduit |cox 2] = 2 |coert| — okl

» Supposons n impair : on peut donc trouver k € N tel quemn = 2k+1. On a alors successivement

* C2k+1
'Mn:M2k+1:< >/‘

* *

x C 1 0 C C
) Mn-H :M2k+2 — <* 21::—]) <2mk 1> _ < 2]><k+2 21—1—1);

c c 1 2n *x C
¢ M=M= () (0 ) (1),

donc cx43 = 2My41 Coky2 + okt
D’apres I'inégalité triangulaire, |co 3] = 2 [yl leatal — leak1ls
Comme ny1 # 0, on en déduit [coxy 3| = 2 [coxial — el

Cnt2l = [ent1l = leng1] — lenl, ce qui

Dans tous les cas, on a montré |cny2| = 2|cng1| — lenl, d'oit
conclut.

(c)* En déduire que (A, B) engendre un groupe libre.

» On reprend les notations de la question précédente.
Comme co = 1et ¢ = 2, la question précédente entraine Vn € N, |cni1|—|cn| > 1, cest-a-dire
que la suite (|cn|)nen est strictement croissante.
On en déduit Yn € N*,[cq| > 1. En particulier, pour tout n € N*, la matrice My, possede un
coefficient de valeur absolue > 1 et n’est donc pas la matrice identité.
Vu la définition de la suite de matrices (Mn)nen cela montre qu’aucun mot réduit en A et B
commengant par A ne vaut 1.

» On pourrait refaire le travail pour les mots commengant par B, mais il y a une maniére intelli-
gente de se ramener au cas précédent.

Posons P = (? (])> .1 s’agit d'une matrice d’échange, qui est donc égale a son propre inverse,

et on vérifie que
PAP=P 'AP=B e PBP=P 'BP=A.
Soit alors v € N* et iy, ..., 1, des entiers relatifs non nuls.
e Sirestimpair, ona
BU'AL2BB ... B = (PTTAP)Y (PT'BP)2(PTAP)B ... (PTTAP)Y
=P 'AYPP'B2PP'ABP...PTANP
—p- (Ail BR2A" .. -Air) P.

#1a

Or, ce produit n’est pas 1, : étant donné une matrice M € M;(R), si P 'MP = L,onen
déduit M = PLP ' =1,; par contraposée, siM # 15, on a P~'MP #1.

o Exactement de la méme fagon, si r est pair, on a

B AZBS ... Alr — P (Ail BzAl .. 'Bi*) P41,

#a
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Cela montre que les mots réduits en A et B commengant par B sont également # 1, et conclut
la démonstration.

1 0 0o -1 01
engendrent GL,(Z), c’est-a-dire que toute matrice de GL,(Z) peut s’écrire sous la forme d'un
produit Ay'AZ - - Alr,otir € Net, pour tout k € [1,7], ona Ay € {P,D, T} et iy € Z.

5.7 En s’inspirant du cours, montrer que les matrices P = <O 1), D= <] 0 ) etT = <] 1)

Discussion informelle.

L’idée est qu’on va pouvoir faire tourner un algorithme de Gauss : les opérations permises sont des
échanges Ly « Ly (par multiplication a gauche par P), des « dilatations » Ly « —L, (par multipli-
cation a gauche par D) et des transvections Ly < Ly + nL, (par multiplication a gauche par T"), et
I'objectif est de ramener une matrice A € GL,(Z) quelconque a 1. On pourrait aussi disposer des mémes
opérations sur les colonnes données par les multiplications a droite par les mémes matrices, mais ce n’est
pas nécessaire.

Que nous manque-t-il par rapport au pivot « normal » qui nous a permis dans le cours de trouver les
générateurs de GL, (K) ? Deux choses.

» On ne peut faire que des transvections avec des coefficients entiers, et uniquement celles qui modifient
la premiere ligne ; a vrai dire, comme on a le droit d’échanger les deux lignes, ce deuxiéme point n’est
pas vraiment un probleme. Le premier n’en est pas un non plus si on arrive, comme dans le pivot
usuel, a travailler avec un pivot égal a 1 : les coefficients de nos matrices étant entiers, on arrivera
ainsi a « déblayer » la colonne.

» Plus sérieux, on n’a pas de dilatation, a part avec un coefficient —1. Il est donc plus difficile d’arriver
a des pivots égaux a 1.

a

. L b ,
Le point-clef est que la condition . = ad —bc = £1 peut étre vue comme une relation de Bézout et

d
montre que a et ¢ (par exemple) sont premiers entre eux : I'algorithme d’Euclide permet donc de passer
de aetcaletO,etles opérations permises vont refléter cet algorithme.

Par exemple, 38 et 7 sont premiers entre eux, et I'exécution de I'algorithme d’Euclide le montre rapide-
ment :

38=5x7+3
7=2x3+1.

Cela se traduit par une suite d’opérations

<38 *> LieL;—5L, <3 *) Liol, <7 *> LieL—2L, <1 >x<>
1, 2, 1, ,
7 % 7 % 3 x 3 x

et le 1 ainsi obtenu va déblayer la colonne, menant rapidement a <(]) :)

. , . . . 1 . . N
Pour des raisons de déterminant, cette matrice sera méme < 0 41} et on arrive rapidement a 1.

Plutot que de rédiger ce raisonnement de fagon algorithmique, on va faire les matheux et raisonner plus
abstraitement. Les idées restent néanmoins exactement les mémes.

Démonstration.
Soit M € GL;(Z). On note

On = {A?A'y.--A}TM reN, A, ... A € P,D,This,... 1 € Z}.

Par multiplicativité du déterminant, on a Oy C GLa(Z).
Nous allons montrer (en trois étapes) que I; € O
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0 =1
Considérons, parmi toutes les matrices B € Oy, une dont le coefficient (2,1) est le plus petit
possible, en valeur absolue.

Plus formellement, {|[Bl,1| | B € Om} est une partie de N qui n’est pas vide (elle contient |[M]y,; ).
Elle possede donc un minimum

ey g R , +1
Premiere étape. Montrons qu’il existe dans Oy une matrice de la forme ( i >

m = min {|[Bl2:]|B € Om},

et on peut trouver B € Oy tel que m = ‘[B]ZJ .

On va montrer que B a la forme voulue. Notons B = (S :) , si bien que m = |c|.

» Commengons par montrer ¢ = 0. Supposons par I'absurde ¢ # 0. On a donc m € N*,

On peut alors effectuer la division euclidienne de a par m : on peut trouver deux entiers q € Z
etr € [0,m—1] tels que a = qm + .

k o a *
e Pourk € {0,1}, on a D*M = ((—1)kc *>

En choisissant bien k, on a donc DM = a“a (e € Om.
[ * mx

e Onaalors T"9D*M = <a— qm *> = (T *> € Om.
m * m

e Onaenfin PT 9D*M = <T :) € Om-

Or, par construction, |r| = v < m. Comme 7 est le coefficient (2,1) d'un élément de Oy, cela
contredit la définition de m et conclut la démonstration de ¢ = 0.

» On peut donc écrire M = g E . Comme «d = détM = =£1 et que x et & dont des entiers,

on en déduit o, & € {£1}, ce qui conclut la premiére étape.

Deuxiéme étape. OnaD = <(1) _O1> et PDP = <_O1 ?)

t t
Pour k, ¢ € {0,1}, on a donc D*(PDP)‘B = <(_:)) x E:HJ;) € Om.

En choisissant bien k et {, on a ainsi trouvé C = Dk(PDP)zB dans Oy telle que C = <(]) T)

1

Troisieme étape. Notons C = (é ?) On a alors TC = < 0

?) € Owm, ce qui conclut.

La discussion précédente montre VM € GL,(Z),1, € Om. Montrons que cela conclut.

Soit M € GL,(Z). En appliquant la V-assertion @ M, on obtient un entier v € N, des matrices
Ay, ..., A, € {P,D, T} et des entiers iy,...,1i, € Z tels que

AJAY - APMT =1

On en déduit M = A? Aiz2 -+ Alr apres multiplication a droite par M, ce qui conclut.
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