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Ce devoir explore plusieurs themes autour des matrices carrées réelles d’ordre 2.

Exercice 1. Crochets de Lie.
Etant donné A, B € M;(R), on définit leur crochet de Lie [A,B] = AB — BA.

Le but de I’exercice est de déterminer I’'ensemble § = {[A, B] ’ A,B¢€ MZ(R)} des crochets de Lie.

Montrer que YM € 8, tr(M) = 0.

Montrer que 8 est stable par multiplication par un scalaire, ¢’est-a-dire VM € 8§, VA € R,AM € 8.
Montrer que 8 est stable par similitude, c’est-a-dire VM € §, YN € M(R),M ~N = N € 8.
Montrer que diag(1,—1), E1, et E; 1 — E;; appartiennent a 8.

Déduire de tout ce qui précede que 8 = {M € M,(R) ) tr(M) = O}.
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Exercice 2. Autour du théoreme de Cayley-Hamilton.

0. Démontrer le cas particulier (n = 2) du théoréme de Cayley-Hamilton :
VA € Ma(R), A% — tr(A) A + dét(A) I, = 0,.

Dans la suite de I'exercice, on essayera de limiter la brutalité des calculs et d’utiliser le plus possible I'identité
précédente.

1. Polyndmes en A. Etant donné M € M, (R), on appelle polynome en M toute matrice de la forme

d
Z M MK, ottd € Net Ay, ..., Aq € R.On note RIM] C M, (R) 'ensemble des polynomes en M.
k=0
Soit A € Mz (R). Montrer 'égalité

RIA] = {?\OIZ+7\1A‘?\O,7\1 GR}.

2. Carré d'un crochet de Lie. On réutilise la notation [, -], vue a I'exercice précédent.
(a) Montrer Videntité de Hall : YA, B,C € My (R), [[A, B]Z,c] —0,.

(b) Soit A,B € M,(R) etn € N* tels que [A, B]" = I,. Montrer que n est pair et que [A, B]* = 1.
3. Critere de nilpotence. Rappelons qu'une matrice M € M, (R) est nilpotente si 3p € N : MP = 0y,.
(a) Soit A € M;(RR). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i. A nilpotente;
ii. Sp(A) ={0};
iii. tr(A) =dét(A) =0;
iv. A?=0,.
(b) Existe-t-il deux matrices A, B € M;(R) telles que ABAB = 0, mais BABA # 0,?
(o)t Existe-t-il deux matrices A, B € M;3(R) telles que ABAB = 03 mais BABA # 03 ?
4.7 (a) Montrer VA,B € M;(R), dét(A + B) + dét(A —B) = 2dét A + 2détB.
(b) Montrer que pour toutn > 1 et tous Ay,...,An, € Ma(R),ona

n
> dét (e1 A1+ +enAn) =27 ) dét(Ay).
(51 7-")5“)6{_]»]}“ k=1
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Exercice 3. Densité des matrices inversibles.

Soit A € Mz (R). Montrer qu’il existe & > 0 tel que
VteR,0< [t <d = A—1tl; € GL(R).

Exercice 4. Le groupe GL,(Z).

Dans cet exercice, on note M;(Z) 'ensemble des matrices A € M;(R) dont tous les coefficients sont
des entiers relatifs. On note également

GL,(Z) = {A € My(Z) ’détA € (-1, 1}} .

1. Soit A € M;(Z) N GL,(R). Montrer que A~ € M,(Z) si et seulement si A € GL,(Z).
2. Soit A € M (R).
(a) On suppose VX € Z?, AX € Z*. Montrer que A € M;(Z).
(b) On suppose VX & R?, X € Z? & AX € Z?. Montrer que A € GL,(Z).
3. Eléments d’ordre fini.
(a) Donner un exemple de matrice A € GL;(Z) telle que Vp € N*, AP # L.
(b) Déterminer les A € U tels que 2Ré(A) € Z.
(c) Soit A € GL;(Z) tel que Ip € N* : AP =I,. Montrer que A7 =1,.
4. Couples de matrices engendrant un groupe libre. Soit A, B € GL,(Z).
» On appelle mot réduit en A et B tout produit de 1'une des deux formes suivantes :
{A’:” B'TZAT3 o -Air si T impair ou {B?1 A:IZB%’ - -Bi.T si r impair
A"B2A"...B"  sirpair B"A"2BY ... A" sir pair,

ol r > 0 et ou les exposants ij,12,13,...,1, sont des entiers relatifs non nuls. Pour des
raisons évidentes, les mots du premier (resp. deuxiéme) type seront dits commengant par A
(resp. B).

Par exemple, A’B~' ABAB™'? est un mot réduit (commengant par A).
» On dit que (A, B) engendre un groupe libre si tout mot réduit en A et B est différent de I,.
(a) Montrer que dans les cas suivants, (A, B) n’engendre pas un groupe libre :
& A et B sont deux éléments de GL;(Z) qui commutent.
O A=C"etB=C", pour une certaine matrice C € GL,(Z).

O A= (? _]1> et B est un élément quelconque de GL;(Z).
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&+A—<O ])etB—<1 1).

(b) Dans les deux questions suivantes, on fixe A = <(]) ?) etB= (; ?) .

Soit (ny)ken et (my)ren deux suites d’entiers relatifs non nuls. On définit une suite de
matrices (My )yen par My =L etVk € N, (M2k+1 = My A™ et Moks2 = Moy Bmk).
Enfin, on définit la suite (cy)xen par

M si k pair
Vk € Nyq = { whr sikepair
Myl12  sikimpair.
Montrer que la suite (|cn 1| — [cnl), ¢y est croissante.

(c)* En déduire que (A, B) engendre un groupe libre.

10 0 -1 01
engendrent GLZ(Z), c’est-a-dire que toute matrice de GL,(Z) peut s’écrire sous la forme d’'un
produit A7'AY - -Alr, oti 7 € Neet, pour tout k € [1,7], ona Ay € {P,D, T}et iy € Z.

5% En s’inspirant du cours, montrer que les matrices P = (O ]>, D= (1 0 ) etT = (1 ]>
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