Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 6 janvier 2022

DM 10 : théoremes des deux et des quatre carrés [corrigé]

Partie I. Arithmétique dans Z[i].

» On considere I'ensemble Z[i] = {a +1ib|a,b € Z}.

» Onnote N l'application normeEI

N 7] — ]Rz
o = |od”.

» Soit &, € Z[i]. On dit que « divise 3 (dans Z[i]) s’il existe k € Z[i] tel que B = k «.

1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C.

» Onaclairement1 =1+1x 0 € Z[il.

» Soit o1, 0ty € Z[i]. On peut donc trouver x1,%2,Y1, Y2 € Z tels que 1 = x1 +1iyj et &2 = x2 +1y;.
e Onaoy— oy =(x1—x2) +1ily1 —y2) € ZIl.
e Onaogoy = (x1%2 —y1y2) + ix1y2 + x2y71) € Z[il.

L’ensemble Z[i] contient 1, et est stable par différence et produit, donc il s’agit d’un sous-anneau de C.

2. (a) Montrer que le groupe additif Z[i] est engendré par la famille (1,1).

» L'inclusion (1,1) C Z[i] est automatique.

» Soit « € Z[i]. On peut donc trouver x,y € Z tels que x = x + iy.

o Comme le sous-groupe (1,1) contient 1, il contient x 1 = x (stabilité par « puissances »
additives).

o Comme le sous-groupe (1,1) contient i, il contient yi.

Par stabilité par somme, on a donc « € (1,1), ce qui montre Z[i] C (1,1), et conclut.

(b) Soit ¢ : Z[i] — Z[i] un endomorphisme d’anneaux. Montrer que (i) = £i.

Comme @ est un morphisme d’anneaux, on a (i) = e(i%) = @(=1) = —p(1) = —1, ce qui
montre @(i) = +i.

(c) Endéduire que Z[i] possede exactement deux endomorphismes d’anneaux, et que les deux
sont des automorphismes.

Zhil —  Zl

» ll est déja clair que idyy; et la conjugaison complexe (induite) C : {cx X iy @ = x— iy

sont deux automorphismes de Z[i].

» Soit maintenant ¢ : Z[i] — Z[i] un endomorphisme d’anneaux. On va montrer que @ est I'un
des deux automorphismes que I'on vient de citer.

o Comme @ est un endomorphisme d’anneaux, ona (1) = 1.

o D’apres la question précédente, on a @(i) = £i.

1. Géométriquement, il s’agit plutot du carré de la norme, mais le mot « norme » est standard en arithmétique.
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Ainsi, @ (qui est en particulier un morphisme de groupes additifs) coincide avec idyp) ou la
conjugaison complexe sur la famille (1,1).

D’apres la question précédente et le théoréme de prolongement des identités, on a donc ¢ =
idzm ou e = C.

3. Montrer que l'application N est a valeurs dans N et qu’elle est multiplicative, c’est-a-dire que

Vo, B € Z[U,N(x ) = N(a) N(B).

» Soit o € Z[i]. On peut donc trouver x,y € Z tels que o = x + iy. On a alors
N(x) =x*4+y? eN.
» La multiplicativité de N découle directement de celle du module.
4. Montrer que Z[i]* = {« € Z[i] [N(«) = 1} et en déduire que Z[i]* = {£]1, +i}.
» o Soitx € Z[A*. Onaalors xo' = 1. En passant a la norme, il vient

MN(a_]):1.

eN eN

N(«) est donc un entier naturel dont l'inverse est encore un entier naturel, d’oit N(o) = 1.

e Réciproquement, soit o € Z[i] tel que N(ot) = 1. On a donc 1 = |« = « & Comme Z[i] est
clairement stable par conjugaison, on a & € Z[i] et donc « € Z[i] (d’inverse ).

» o Soit x € Z[i] tel que N(o) = 1.
On peut donc trouver x,y € Z tels que « = x + iy et donc N(«) = x* +y* = 1.
Cela entraine que (xz,yz) =(1,0) ou (xz,yz) =(0,1),dott 'on tire &« € {£]1, +i}.
e Réciproquement, l'inclusion {1, +i} C {« € Z[i] | N(«) = 1} est claire.

5. Soit a,b,c € Z, et x = a + ib.
(a) Montrer que c divise « (dans Z[i]) si et seulement si c divise a et b (dans Z).
On a la chaine d’équivalences
c divise « dans Z[i] & Ik € Z[i] : « = k¢

& Iy eZ:a+ib = (x+1iy)c

a=Xxc

&SIy eZ: {b:yc

& ¢ divise a et b dans 7.

(b) En déduire que c divise a dans Z[i] si et seulement si ¢ divise a dans Z.

11 suffit d’appliquer la question précédente a b = 0.

» La derniere question levant toute ambiguité, on notera simplement | la relation de divisibilité :
étant donné «, 3 € Z[i], onnotera o | B si Ik € Z[i] : p = k x.

2/18



6. Soit o, B € Z[i]. Montrer I'équivalence (x| B et p | o) & Je € Z[i]™ : B = e .

» Supposons o | et 3 | o : on peut donc trouver k, A € Z[i] tels que p = k ocet o = A 3.
Onadonc B = (kA)B.
e Si B =0, on anécessairement o« = 0, et il s’ensuit Je € Z[i]* : B = € « (car ¢ = 1 convient).
e Sinon, I'éqalité précédente montre que k A = 1, donc k, A € Z[i]* et ¢ = k convient.

» Réciproquement, si I'on peut trouver ¢ € Z[i* tel que p = € «, on a clairement « | B et I'égalité
« = ¢ o donne également f | o

» Comme dans le cas de Z, on dira que « et B € Z[i] sont associés si Je € Z[i]™ : f = ex.

» Un élément 7 € Z[i] est dit irréductible si m # 0, m ¢ Z[i]*, et que

Vo, B € Zlil,m = ap = (€ Z[i]* ou B € Z[i]¥).

7. Soit 7t € Z[i] tel que N(7t) soit un nombre premier. Montrer que 7 est irréductible.

» Déja, N(mt) & {0, 1}, donc 7t n’est ni nul, ni inversible.
» Soit maintenant o, 3 € Z[i] tels que T = xf3.
Par multiplicativité de la norme, on a N(m) = N(a) N(f3).

Comme N(m) est premier, on a N(«) = 1 (auquel cas, « € Z[il*) ou N(B) = 1 (auquel cas,
B € ZIi]), ce qui conclut.

8. Exemples. Un nombre premier p est un élément de Z[i], mais rien ne dit qu’il soit irréduc-
tible. Dans cette question, on constate que les trois premiers nombres premiers ont des destins
différents.

(a) 2 est « ramifié ». Montrer que 2 n’est pas irréductible dans Z[i].
Plus précisément, trouver 7t € Z[i] irréductible tel que 2 soit associé a 7.

Ona2=—i(1+1)?% donc 2 est associé i (1 +1)%.
La question précédente montre directement que 1 + i, de norme 2, est irréductible.

b) 3 est « inerte ». Montrer que 3 n’est pas la somme de deux carrés parfaits et en déduire
que 3 est irréductible dans Z[i].

» Les seuls carrés parfaits < 3 sont 0 et 1. Comme un carré parfait est nécessairement positif et
que la somme de deux éléments de {0, 1} ne peut jamais valoir 3, on en déduit que 3 n’est pas la
somme de deux carrés parfaits.

» Montrons maintenant que 3 est irréductible.
o CommeN(3) =9 > 1, 3 n’est ni nul, ni inversible.

o Soit &, 3 € Z[i] tels que 3 = « (3. Par multiplicativité de la norme, on en déduit
N(3) =9 = N(e) N(B),

ce qui montre déja que N(x),N(B) € {1, 3, 9}

> Comme N(a) = (Ré cx)z + (Im cx)z, il s’agit de la somme de deux carrés parfaits, et on
a donc N(o) # 3.

> SiN(x)=1,0ona «xc Z[i]*.
> SiN(x) =9, 0naN(B)=Tetp € Z}i]™.

Cela conclut.
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(c) 5 est « totalement décomposé ». Montrer que 5 n’est pas irréductible dans Z[i].
Plus précisément, trouver 7y, 7 € Z[i] irréductibles et non associés tels que 5 = m; 7.

Onab5=2+1)(2-1).

Comme N(2 +1) = N(2 — 1) = 5, ces deux éléments sont irréductibles.

Enfin, 2 + i et 2 — i ne sont pas associés : s’ils I'étaient, on pourrait trouver ¢ € Z[i] tel que
2+1 3

. . . . . A4, . o
241 =¢(2—1), ce qui entrainerait ¢ = 5175 + 15. C’est une contradiction, car cet élément

n’appartient pas a Z[il.

9. Division euclidienne dans Z[i].
(a) Montrer que Vz € C,3k € Z[i] : [z— x| < 1.

Soitz=x+1y € C.

1 1
» Enprenant l'entier le plus proche, on peut trouver a,b € Z tels que |x — a| < 7 etly—bl < 7
On aalors k = a+1ib € Z[i] et
. . 2 2 2 1 2 1 2 1
](x—l—ly) —(a+1b)} =x—a)+@y-bv)r<(=) +(5) <5
2 2 2
donc |z — k| < L <1
. . o
v

1
Tout point de C est a distance < —= d'un point de Z[i].

V2

(b) En déduire que pour tous «, 3 € Z[i] tels que p # 0, il existe k, p € Z[i] tels que
x=kp+p et N(p) < N(B).

Soit &, 3 € Z[i] tels que 3 # 0. Posons z = % eC.
D’apres la question précédente, on peut trouver x € Z[i] tel que |z — k| < 1. Par stricte croissance
2

det»—)tzsurR+,onaméme :|z—|<|2<1.

~
B

Ainsi,

2
N(oc—KB)zloc—Krﬁzz‘g—K B2 < 1B = N(B),

ce qui conclut (en posant p = x — k 3, ce qui rend I'égalité x = k 3 + p tautologique).
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10. Un théoréeme de Bézout. Soit «, 3 € Z[i] non tous les deux nuls. On définit
(o, B) = {}\O('i_ np |)\)H€ Z[l]}

Par ailleurs, pour tout y € Z[i], on définit (y) = {vy|v € Z[i]}.
Montrer qu’il existe 6 € Z[i] tel que («, 3) = (8).
Conformément a I'indication, remarquons que (o, 3) n'est pas réduit a {0} (car il contient o et 3, qui ne
sont pas tous les deux nuls). On peut donc trouver & € («,3) de norme minimale parmi les éléments
non nuls de (e, 3). (Plus formellement, {(N(y) |y € (&, ) \ {0}} est une partie non vide de N, donc elle
admet un minimum, et on peut trouver 6 € («, 3) \ {0} tel que N(8) soit ce minimum,).
Montrons maintenant (8) = (o, ).
» Soit ¢ € (8). On peut donc trouver v € ZI[i] tel que { = v .
Comme & € («, 3), on peut trouver A, i € Z[i] tels que 6 = A x + p 3.
On obtient ainsi

C=vo=(vA)a+ (vup € («,p).

» Réciproquement, soit ¢ € («, 3).
Grice a la question précédente, on peut trouver «, p € Z[i] tels que

(=xkb+p et N(p) < N(5).

En particulier, p = { — k.
o DPar hypothése, ¢ € («, 3).
o Le point précédent de la démonstration montre que (8) C («, 3), donc kd € (&, 3).
e On voit directement que («, 3) est stable par différence (c’est méme un sous-groupe additif de
Z[i], mais peu importe).
Ainsi,onap € («, B).
Comme N(p) < N(d) et que N() est, par définition, la norme minimale d'un élément non nul de
(&, B), on a nécessairement N(p) = 0, donc p = 0, donc { = k.
Cela montre C € (), et conclut.

11. Un lemme d’Euclide. Soit 7t € Z[i] irréductible.
(a) Montrer que pour tout « € Z[i] tel que 71 «, il existe A, n € Z[i] tel que Aox + pm = 1.
D’apres la question précédente, on peut trouver & € Z[i] tel que (o, ) = (9).
En particulier, on a 7 € (3), donc on peut trouver k € Z[i] tel que ™ =k d.
Par irréductibilité de m, il y a deux possibilités :
» Si K est inversible, on obtient 5 = k' . Puisque o € (3), on peut trouver A € Z[i] tel que
x =A8 = Ak "7, ce qui contredit I'hypothése  t o Ce cas est donc impossible.

» Si & est inversible, onal =568 € (8) = («, B), ce qui donne 'existence de A, p € Z[i] tels
que 1 = Ao+ wm, et conclut.

(b) Soit «1,..., 0 € Z[i]. Montrer 7t | o1 - - - oty & Fj € [1,7] : | 0.

» o Montrons d’abord l'implication directe dans le cas r = 2.
Supposons 1 | o1 . On peut donc trouver k € Z[i] tel que o1 ¢y = K.
On va montrer mt & = 7| 01p.
Supposons Tt .
D’apres la question précédente, on peut trouver A, i € Z[i] tels que Aoty + pmt=1.Ona
donc

o =Axjog+umoy = (Ak+ poy)m,

ce qui montre 7t | &, et conclut.
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o Enappliquant le cas v = 2, on obtient que 7t | &1 (02 -+ - o) = | o ou 1| oz - - - .
Par une récurrence immédiate, on obtient 3j € [1,7] : 7| o,

» L'implication réciproque découle directement de la transitivité de la divisibilité.
12. Décomposition en facteurs irréductibles. Soit « € Z[i] non nul et non inversible.

T
(a) Montrer qu’il existe r € N* et 7y,..., 7. € Z[i] irréductibles tels que & = H .
j=1

Pour tout n € N*, on note P(n) 'assertion
« quel que soit & € Z[i] tel que 1 < N(o) < m, il exister € N* et 7y, ..., 7. € Z[i] tel que

T
o= Hr[j_ »
j=1

Montrons Yn € N*, P(n) par récurrence.

Initialisation. L'assertion P(1) est tautologiquement vraie (car il n’existe pas de o« € ZI[1] tel que
1 <N(a) <)

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n).
Soit oc € ZI[i] tel que 0 < N(«) < n + 1. On distingue deux cas.

» Si « est irréductible, v = 1 et 11 = o« conviennent.

» Sinon, comme « n’est ni nul, ni inversible (car N(«) > 1), on peut trouver 3,y € Z[il
non inversibles tels que o = 3 y.

En particulier, N(y) > 1, donc N(p) = m < N(a) < n + 1. On obtient les mémes

inégalités en échangeant les roles de (3 et vy, si bien que 1 < N(f),N(y) < n.

D’aprés P(n) (et au prix d'une petite renumérotation), on peut trouver r,s € N* et
Ty vy Ty Tt 1y - - - Tl iréductibles tels que

T S
p= Hﬂj et Y= H TG,
j=1 j=r+1

T+

donc o« = By:Hﬁj,

j=1
ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.

Etant donné un « € Z[i] non nul et non inversible, on a 1 < N(«), donc I'assertion P(N(«x))
conclut.

(b) Soitr,s € N*etmy,..., 7 A1,...,As € Z[i] irréductibles tels que
T S
«=TT =TT
j=1 k=1
i. Montrer qu’il existe k € [1, s] tel que 7, soit associé a Ay.

S

Onam, | H Ax. La question montre alors I'existence de k € [1,s] tel que 7, | A.
k=1

On peut donc trouver k € Z[i] tel que A\, = K .

Par irréductibilité de Ay (et comme ., étant irréductible, ne saurait étre inversible), on a
nécessairement k € Z[i]* et donc 7, et Ay associés.
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ii. Montrer r = s et que l'on peut permuter les Ay afin que, pour tout j € [1,7], les
irréductibles 7 et A; soient associés.

Pour tout n € N*, on note P(n) 'assertion
« quel que soit m € N*, quels que soient &1,...,&n, C1y ..., Cm € Z[i] irréductibles tels que
m

n
U'on ait I'égalité H & = H (k. alors 1 = m et, a permutation pres, pour tout j € [1,nl, les
j=1 k=1
irréductibles &; et (; sont associés. »
Montrons ¥Yn € N*,P(n) par récurrence.

Initialisation. Soit m € N* et &, (3, ..., (m irréductibles tels que & = (j - - - (.
Sim>2,0onal=G(G- - Cn), 0t N(G) > TetN(G -+ Gn) =N(Q) - -N(Gm) > 1,
ce qui contredit I'irréductibilité de &,

Ainsi, m=1,etona & = ;. A fortiori, & et ;7 sont associés.
Cela montre P(1).

Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). Montrons P(n+1).
n+1 m
Soitm e N et &;,...,&n, Ent1, Qay ..., G € Zi] irréductibles tels que H & = H (k.
j=T1 k=1
D’aprés la question précédente, &, 11 est associé a un des facteurs du produit de droite.
Quitte a les permuter, supposons &n1 et (m associés : on peut donc trouver € € Z[i]™ tel
que Cm = € Enyr.

n+1 m
Comme HN(E,]-) = HN(Ck) et que N(Gm) = N(&ny1) > 1, on peut simplifier et on
j=1 k=1

n m—1
obtient 1 < H N(§;) = H N(Cx). En particulier, le produit de droite n’est pas vide, et
j=1 k=1
doncm—1 € N*,
La relation entre les deux produits se réécrit donc

n m—1 n m—1
[1& | x&na=¢ ( Ck> xEnpr done  JT&=T1]a
=1 j=1 k=1

k=1

NI 4 5 / / /
ot l'on a posé (Cy, Gy ooy Crug) = (€ G1y Cay ey Gt
Remarquons que () = ¢ (; est encore irréductible : une décomposition de ; comme un
produit o' B’ est simplement une décomposition (e o) B, oit « B = ;. La présence d'un
inversible dans I'une des deux décompositions entraine alors immédiatement la présence
d’un inversible dans I'autre.
On peut alors appliquer P(n) : on obtient n = m — 1 et, a permutation pres, &1,...,&n
sont associés a (}, ..., ] et doncaussia (g, ..., Cn.
Ainsi, n + 1 = meet, a permutation pres, &1, ..., &y sont bien associés a iy, ..., Gni1,
ce qui montre P(n + 1), et clot la récurrence.

Cela montre notamment le résultat demandé.
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Partie II. Deux lemmes sur I,,.
» Dans toute cette partie, p désigne un nombre premier impair, et F,, est le corps Z/pZ.
On notera simplement 1 1'élément Tr, = [1],.

» On note IE‘S = {xz ‘ X € IF; } I'ensemble des carrés non nuls dans Fy,.

X X
13. (a) Montrer que q : { P o P est un morphisme de groupes, dont on déterminera le noyau.
X =X

» Soitx,y € F;. Ona

q(xy) = (xy)? =x*y* = q(x) q(y),

donc q est un morphisme de groupes (multiplicatifs).

» Soit x € ker q. On a donc x? =1, cest-d-dire (x — 1)(x + 1) = 0.
Comme Iy, est notamment intégre, on en déduit x —1 = 0oux + 1 =0, donc x € {£1}.
Réciproquement, q(1) = q(—1) =1, donc ker q = {£1}.

(b) En déduire que I, possede exactement P éléments.

Comme p > 2, les éléments —1 et 1 de IFIT sont bien différents, donc |ker q| = 2.
La relation \IF? | = |ker q| x |im ql et le fait que F, = im q, par définition de q, montrent alors
1

p—1
’F5|:§|F§\=T-

14. En considérant Q = {az ) ac Fp} et {—1 —b? ’ be Fp}, montrer le résultat suivant.
Lemme A. Ilexiste a,b € F, tels que a’ + b? = —1.

—1 1
Remarquons que Q = {az ‘ ac Fp} = {0}UF] possede 1+ PT =P ;— éléments.

L'application f : t — —1 — t est involutive, donc c’est une bijection F, — Fy,. En particulier, elle induit
une bijection Q — f[Q] = {—1 —b? ‘ be Fp}.

12 _ptl
{-1-v|ver}|=2—
En particulier, |Q| + H—] —b? ’ be Fp}) =p+1 > |Fpl, ce qui montre que Q et {—1 —b? ‘ be IFp}
ne peuvent pas étre disjoints.

En particulier,

On peut donc trouver a,b € F,, tels que a* = —1 — b?, ce qui donne a* +b* = —1, et conclut.

15. Le but de cette question est de montrer le résultat suivant (qui a d’ailleurs été admis lors de la
deuxieme composition).

Lemme B. —1 € F, sietseulementsip =1 (mod 4).
(a) Montrer I'implication —1 € Fg = p =1 (mod 4), en étudiant I'ordre de —1 dans le groupe

multiplicatif IF;.

» On a clairement (—1)* = 1 mais —1 # 1 (notons que cette non-égalité a lieu dans F,,, c’est-
a-dire qu’il s’agit plus élémentairement de la non-congruence —1 # 1 (mod p) : on utilise ici
'imparité de p), ce qui montre que I’ordre de —1 est 2.
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» Supposons —1 € F,,. D'apres le théoreme de Lagrange, I'ordre de —1 (c’est-a-dire 2) doit diviser

|IE‘§| _P ;],cequidonne4 |p—1,etdoncp =1 (mod 4).

(b) On suppose maintenant p = 1 (mod 4).
[} [}
i. Montrer que i: { )2’ o Xﬂ est une involution bien définie.

O'n a déja vu que'Fg = imq e'st un sous-groupe de ;. A ce titre, il est stable par passage a
I'inverse et I'application i est bien définie.

Son caractere involutif est évident.

ii. Montrer que I’ensemble {x € Fy |i(x) = x} des points fixes de i est de cardinal pair.

» Considérons une involution j sur un ensemble fini quelconque X.
Pour tout x € X, on aj(j(x)) = x : autrement dit, siy = j(x), on a x = j(y).
Pour tout x € X, on a donc deux possibilités :
e soit x est un point fixe, c’est-a-dire que j(x) = x;
e soit il existey # x tel que j(x) =yetj(y) =x.
Ainsi, on peut décomposer I'ensemble X en v € N points fixes x1,...,X, et s paires
{yr,z1hy ..., {us, zs} dont les deux éléments sont échangés par j.

En particulier, on a [X| = v + 2s : le nombre de points fixes de I'involution est de méme
parité que le cardinal |X|.

» Ici,

—1
IFE] _P 5 est pair (parce que p = 1 (mod 4)), donc l'involution i possede un
nombre pair de points fixes.

iii. Conclure la démonstration du lemme B.
On a déja montré le sens direct. Supposons donc p = 1 (mod 4) et montrons que —1 € F,.

» D’apres la question précédente, I"involution i posséde un nombre pair de points fixes. Il est
clair que 1 =17 ¢ F, en est un.

On peut donc trouver x € F, différent de 1, tel que i(x) = x
» Onaainsix =1i(x) =x", ce qui donne x> =1, ou encore (x —1)(x + 1) = 0.

Comme x # 1, on en déduit x = —1, ce qui montre —1 € F_, et conclut la démonstration
du lemme B.

Partie III. Irréductibles dans Z[i].

16. Soit 7t € Z[i] irréductible.
Constater que 7t | 17t et en déduire 1’existence d’'un nombre premier p tel que 7 | p.

Le produit n = 7t = N(m) est une norme, donc un entier naturel.
Comme Tt est irréductible, on a méme n = N(mt) > 1.

On écrit alors la décomposition en facteurs premiers (en répétant les facteurs premiers plutot qu’en
utilisant les exposants) : on peut trouver r nombres premiers p1, ..., pr tels que | n =p1-- - pr.

D’apres la question on peut donc trouver j € [1,r] tel que 7| p;, ce qui conclut.
Cette question montre que, pour déterminer les éléments irréductibles de Z[i], il suffit de savoir

factoriser dans Z[i] tous les nombres premiers p. C’est le but de cette partie.
Le cas p = 2 ayant déja été traité, on se concentrera sur celui des nombres premiers impairs.
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17. Soit p un nombre premier tel que p = 3 (mod 4).

(a) Montrer que p n’est pas la somme de deux carrés parfaits.

Supposons par 'absurde que p soit la somme de deux carrés parfaits.
On peut donc trouver n,m € N tels que p = n* + m?. Orﬂ

» sin=0 (mod 4),n? =0 (mod 4);
» sin=1(mod 4),n*> =1 (mod 4);
» sin=2(mod 4),n* =0 (mod 4);
» sin=3(mod 4),n” =1 (mod 4).

La méme chose valant pour m, on obtient n* + m? # 3 (mod 4) et fournit une contradiction.
(b) En déduire que p est un élément irréductible de Z[i].

La méme démonstration que dans le cas p = 3 convient : en passant a la norme, I'égalité p = « 3
donne N(ax) N(B) = pz, et il est impossible que N(o) = (Ré )’ +(Imo)? = p d’apres la question
précédente, donc N() =1 ou N(f3) = 1, ce qui conclut.

18. Soit p un nombre premier tel que p = 1 (mod 4).

(a) Montrer qu'il existe un entier n. € Z tel que p | n? + 1, mais que p f n + i.

D’apres le lemme B, —1 € F,). On peut donc trouver x € FJ tel que x? =—1.

On peut également trouver n. € Z tel que x = [nl,, si bien que I'égalité précédente donne n* = —

(mod p). Autrement dit, p | n* + 1.

Enfin, le nombre premier p ne peut pas diviser n = i (dans Z[i]) : d’apres la question |5a) cela
entrainerait que p divise =1 (dans Z), ce qui est absurde.

(b) En déduire que p n’est pas un élément irréductible de Z[i].

Si p était irréductible, les assertions p | n* +1 = (n—i)(n+ 1) et p t n + i contrediraient
directement la question

(c) Montrer qu’il existe 71, € Z[i] irréductibles tels que p = 7 m;.

Comme N(p) = p2 > 1, I'élément p de Z[i] n’est ni nul ni inversible.

On utilise le résultat de la partie I : il existe v € N* et my,...,m. € Z[i] irréductibles tels que
p = - - - 7. Comme p n’est pas irréductible, on a nécessairement v > 2.

En passant a la norme, on obtient p2 = N(p) = N(m) - - - N(71,).

Par irréductibilité, on a ¥Vj € [1,7],N(7m;) > 1, donc les normes apparaissant dans le produit
précédent sont des diviseurs stricts de p*.

Puisque p est premier, il y a une seule possibilité : on ar = 2 et N(m1) = N(mm2) = p.

2. On peut économiser un cas en remarquant que 3 = —1 (mod 4). Il est méme possible de montrer directement les
implications n = 0 (mod 2) = n? =0 (mod 4)etn=1 (mod 2) = n* =1 (mod 4) en revenant aux définitions.
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Partie IV. Théoréeme des deux carrés (Fermat, ~1640 ? ; Euler, 1749).
On consideére I’ensemble
8, — {az—i—bz‘a,b ez}.

On va montrer le théoréme des deux carrés de Fermat-Euler : un entier n € N* appartient a 8 si et
seulement s’il vérifie la condition suivante :

pour tout nombre premier { = 3 (mod 4), la valuation {-adique v¢(n) est paire. (%)

19. Montrer que I'ensemble §; est stable par produit.

Remarquons que 8, peut également s’écrire $; = {N(«) | « € Z[il}.

Pour plus de commodité, nous utiliserons cette écriture.

Soit n,m € 8,. On peut donc trouver «, 3 € Z[i] tels que n = N(ot) et m = N(f3).
On a alors

nm = N(a) N(B) :N(&,[_S/) €8y,
E€Z[i

ce qui conclut.
20. (a) En utilisant la partie III, montrer que tout nombre premier p = 1 (mod 4) appartient a S,.

La derniere question de la partie III a montré que tout premier p = 1 (mod 4) possédait une
décomposition en facteurs irréductibles p = mt; 7, dans Z[i] telle que N(m) = N(mp) = p.
En particulier, p est la norme d’'un élément de Z[i], donc il s’agit d’un élément de 8.

(b) En déduire que si un entier n € N* vérifie la condition (%), alors n € 8.

Soit n € N* vérifiant la condition (). On va écrire sa décomposition en facteurs premiers en
notant p1,...,pr (resp. {1, ...,{s) les nombres premiers impairs congrus a 1 (resp. 3) modulo 4
intervenant dans sa décomposition en facteurs premiers :

T S
n =220 p;" () I1 ™
=1 k=1

» Ona2=1"+1%(ou2 =N(1+1)),donc2 € $,.

Par application répétée de la stabilité par produit (ou trivialement si v,(n) = 0), on en déduit
que 22 € 8,

» Pour tout j € [1,7], la question précédente entraine que p; € 83, et donc que p].ij ™ € 8.

» Soit k € [1,s]. Par hypothese, la valuation vy, (n) est paire, et on va I'écrire 2 wy.
On a évidemment 8 = €2 + 0 = N(&) € 8,.

Par stabilité par produit, ((’i) e ({iwk = ez“k(“) € 8.
Par stabilité par produit, n € 8.

21. Soit p un nombre premier tel que p =3 (mod 4) et a,b € Z.
Montrerp | a* +b* = (p|a+ibetp|a—ib).

Supposons p | a® 4 b,

Comme a® + b = (a +ib)(a — ib) et que p est irréductible (question , la question entmine
quep|a+iboup|a—ib.
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22.

» Dans le premier cas, on peut trouver k € Z[i] tel que a + ib = kp. En passant au conjugué, on
obtient a —ib = K p, ce qui montre que p | a — ib, car k € Z[il.

» La méme démonstration montre que, dans le deuxieme cas, on a également p | a + ib.

Ainsi,p|a+ibetp|a—1ib.
Conclure la démonstration du théoréme des deux carrés.

1l reste a montrer que pour tout n € 8, non nul et tout premier p = 3 (mod 4), la valuation v, (1) est
impaire.

On suppose par I'absurde que c’est faux : on peut donc trouver un nombre premier p = 3 (mod 4) tel
que l'ensemble

keNlIneN:v,(n) =2k +1}

soit non vide. On peut donc considérer son minimum k, et un entier n € 8; tel que vp(n) = 2k + 1.

Autrement dit, n posseéde une valuation p-adique impaire, et minimale parmi les valuations p-adiques
impaires des éléments de 8.

En particulier, vp(n) > 0, ce qui montre que p | n. Comme n € 8,, on peut trouver a,b € 7Z tels que
g2 2

n=a" +b"

D’apres la question précédente, on ap | a + ib.

D’apres |5a| le nombre premier p divise a et b dans Z.

) b
On en déduit que 8, — € Z, et donc que
PP

S (RG]

2 2

) b

L'entiern' = (a) + (> est donc un élément de 85, et on a
P P

vp(n) :vp(pz) +vp(n') =2+n/,

ce qui montre que vp(n') est impaire et < vy(n), ce qui contredit la définition de n, et conclut la
démonstration.
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Partie V. Hamilton, Hurwitz et Lagrange.

» On considere 1'ensemble des quaternions (de Hamilton)
{3 2

z) 1

10 i 0 0 —1 0 —i
et on note 1H—<O 1), I—<O i>’ ]—(1 O) et K_<i O)’

t+ix —y-—iz\
y—iz t—ix>_t]H+XI+yJ+ZK'

Z],ZzEC}

de telle sorte que, pour tous t, x,y,z € R, (

1
» On appelle demi-entier tout nombre de la forme 7 +k,ouk € Z.

On note O (et on appelle ordre des quaternions de Hurwitz) 1’ensemble des quaternions de la forme
t1g +xI+yJ+ zK ot les nombres réels t, x, y et z sont tous entiers, ou bien tous demi-entiers.

23. Montrer que H est un sous-anneau non commutatif de M (C).

» L'unité multiplicative de M, (C) est Ty € H.
» Soit q,r € H. On peut trouver z1,zy, w1, w; € C tels que

z —Z w —W
q:<1 z) ., T:<1 z>'
Z2  Z7 W2 W

Z1 —wW Zz—Wz
Z2 —W2

e Onaalorsq—1 = (

ZIW1 —Z)W)  —Z1W2 — Z)Wq ZIW1 — )W) —(Z1W2 + Wy
e« Onaqr= (21 —2W2 —ZiW, = 2w W1 — 2w —(Ziwa + 2WT)
ZoW1 +zZ1Wy  —Zow) + 21wy Z1W2 + ZoWq ZI1W1 — ZoW2
Cela montre déja que H est un sous-anneau de M, (C).

» Onal] =K # —K =]I, donc cet anneau n’est pas commutatif.

24. Pour tout M € M,(C), on note M* = M.

(a) Montrer que, pour tout q € H, ona q* € H et les égalités q q* = q* q = dét(q) 1y.
C’est un calcul direct.

(b) L'application q — q* est-elle un endomorphisme d’anneaux de H?
Non, a cause de la non-commutativité de H.

Par exemple, on a (IJ)* = K* = —Kalors que I']* = (=1)(-]) =] =K.
En revanche, il est vrai que ¥q,r € H, (qr)* =r*q".

(c) Montrer que H* = H \ {0}.

» Pour tout q € H, ona 0q = 0 # 1y, donc O n’est pas inversible.
Cela montre l'inclusion directe.

» Soit q € H\ {0}

On peut donc trouver z1,z, € C non tous les deux nuls tels que q = (? ZZZ)
2 Zi

On a alors dét(q) = |z 24+ 1z* >0, ce qui montre que q € GL,(C).
Par ailleurs, les formules de la question [24a| montrent que son inverse est alors

1
-1 _ *
q _détqq € H,

ce qui montre que q € H* et conclut.
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(d) Peut-on en déduire que H est un corps?

Non, car H n’est pas commutatif | L'anneau des quaternions est le prototype de « corps gauche »,
de « corps non commutatif » ou « d’algebre a division », c’est-a-dire d’anneau non nul dans lequel
tout élément non nul posséde un inverse. La structure de ces objets est passionnante, mais I'usage
actuel est plutot de ne pas les qualifier de corps.

25. Montrer que O est un sous-anneau non commutatif de H, et montrer que Vq € O0,dét(q) € N.

Simplifions un peu les calculs en introduisant le sous-ensemble

O ={tlg+xI+yJ+zK|t,x,y,z € Z} = {(Zl _22>
V) Z1

21,2 € Zm} co,

dont les calculs de la question 23| montrent directement qu'il s’agit d'un sous-anneau de H.

141 K 1 i
Fixons maintenant w = i == G tt

—1—1 /
2 2 1_i>GO\O,cletellesort‘eque

0=0'U{qg+w|qe0’}.

» Il est clair que 0 € O et que O est stable par passage a I'opposé.
» La stabilité par somme est claire, a I'aide d"une disjonction de cas : étant donné q, q' €O, ona

e q+q' €0'CO;

e (w+q)+q' =q+(w+q)=w+(q+q)c0;

———
€O’
e (wW+q)+(w+q)=14+1+J+K+q+q' €0’ CO.
—_—
co’

Cela montre déja que O est un sous-groupe additif de H.

» Clairement, 1y € O C O.
» Reste a montrer la stabilité par produit.
e Ona clairementVq,q' € 0',qq’ € O’ C O.

o On vérifie facilement mais laborieusement que I w,Jw, Kw,wI,w], wK € O. Pour ce genre
de calculs, la « table de multiplication » suivante est d une aide précieuse.

LTl T [T | K|
Twlia] I ] J | K
I 1| —Tg| K |
JIJ | -K|-Ig| I
K|K| J | -1 |-1g

Par stabilité par somme, on en déduit Vq € O', (qw € Oet wq € 0).

e Onaw? =w— 1y € O (ce calcul un peu pénible est évitable a 'aide du théoreme de Cayley-
Hamilton, car tr(w) = dét(w) = 1).

A I'aide de ces « briques de base », on vérifie facilement, par une petite disjonction de cas, que O est

stable par produit.

Cela conclut la démonstration du fait que O est un sous-anneau de H, et le « contre-exemple » I # ]I
continue a montrer sa non-commutativité.

Enfin, soit t,x,y, z tous entiers ou tous demi-entiers. Onnote q =t g +xI+yJ+zK Ona
dét(q) = t* + x> +y* + 2%
Ainsi,
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» sit,x,y,zsont tous entiers, on a clairement dét(q) € N;
» sit,x,y,zsont tous demi-entiers, on a

(2t)% 4 (2x)? + (2y)? + (22)?

dét(q) = 1

Les éléments 2t,2x, 2y, 2z sont tous impairs, donc 2t)2 = (2x)? = (2y)? = (22)> = 1 (mod 4),
ce qui montre

(202 + (2x)* + (2y)? + (22)2 =0 (mod 4)  etdonc  dét(q) € N.

26. Montrer que O™ ={q € O|dét(q) = 1} et déterminer exactement les éléments de O*.

» Montrons O ={q € O|dét(q) = 1}.
e Soit q € O%. On adonc q inversibleet q~' € O.
La multiplicativité du déterminant et la question précédente montrent

1 =dét(1g) = dét(q) dét(q "),
—— —
eN eN

donc dét(q) = 1.
o Soit q € O tel que dét(q) = 1.

Onaalors q € H* et q' q*=q*€0,doncqe 0.

1
~ dét(q)
» Soit q =t g +x1+yJ+2zK € O. Déterminons a quelle condition 1 = dét(q) = t* +x* +y* +2°.

o Dans le cas oit les quatre coordonnées sont entieres, on doit avoir ['une d’entre elles qui vaut %1,
et les autres doivent étre nulles.

Cela fournit déja huit éléments de O*.

o Dans le cas oit les quatre coordonnées sont demi-entieres, on doit avoir, comme dans la question
précédente,

202 + (2x)2 4+ (2y)2 + (222 =4 et 2t=2x=2y=2z=1 (mod 2),

ce qui se produit si et seulement si 2t,2x, 2y, 2z = £1.
Cela fournit seize autres éléments de 0.

Ainsi,

Ll £I1+£]+K
(‘)X:{i]H,iI,ij,iK, = ] }

2

27. Arithmétique dans O.
(a) Montrer que Vz € H,3k € O : dét(k —z) < 1.

Soit z € H. On peut trouver t,x,y,z € Rtelsquez =11y +xI+yJ+zK.

]
On peut trouver u, a, b, c € Z tels que [t —ul,|x — al, [y —bl,lz—c| < 7
On a alors
1
dét (z— (ulg+al+bJ+cK)) = (t—w? +(x—a)* +(y—b)?+(z—c)* <4 x 1S 1.

On distingue alors deux cas :

» sil'inégalité ci-dessus est stricte, xk = ulg + al+bJ+cK e O’ C O convient;
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» sil'inégalité ci-dessus est une égalité, on a entre autres
1
t—ul=|x—al=ly—>bl=lz—c|= 7
ce qui montre que t,x,y et z sont tous demi-entiers, donc z € O et k = z convient clairement.
(b) En déduire que pour tous «, 3 € O tels que 3 # 0, il existe k, p € O tels que

x=kpB+p et dét(p) < dét(p).
On reprend essentiellement mot pour mot la question [9b}
Soit «, 3 € O tels que 3 # 0. Posons z = « B! e H.
D’apres la question précédente, on peut trouver k € O tel que dét(z — k) < 1.
Ainsi,

deét(o— k) = det («p~ — ) dét (B) < dét(B),

ce qui conclut (en posant p = x — k 3, ce qui rend I'égalité x = k 3 + p tautologique).

Comme dans le cas de Z[i], la derniere question entraine que pour tous «, 3 € O non tous les deux
nuls, il existe 5 € O tel que {A x + LB [A, p € O} ={vd|v € O}. On ne demande pas de le vérifier.

(o,B) (8)

On pourra noter que la démonstration donnée a la question [10|n utilise pas la commutativité de I'anneau Z[i] :
elle se traduit verbatim dans le contexte non commutatif de I'anneau O.

28. Théoréeme des quatre carrés (Lagrange, 1770 ; démonstration de Hurwitz, 1896). Notons
Sy — {a2+b2+cz+d2‘a,b,c,d€Z}.

(a) Montrer que 34 est stable par produit.
Comme

det <t +ix —(y+1iz)

_ 42 2 2., .2
y—iz f—ix >—t + X" +y" +z5,

on peut également donner une présentation alternative de 84 :
84 ={dét(q)|q e O'}.

Cela conclut directement : soit n,m € 84. On peut donc trouver q,q’ € O tels que n = dét(q)
et m = dét(q’). Comme qq’ € O, ona

nm = dét(q) dét(q’) = dét(qq’) € S4.

Remarque. Si on a le courage, on peut transformer cette démonstration en une formule explicite,
la formule des quatre carrés d’Euler : pour tous t1,x1,Y1,21,t2,%2,Y2,22 € Z, on a

(t% +x3 +y? +z%) (t% +%5+ 13 +z§) = (t1ts — x1%2 — Y1y2 — 2122)°
+ (t1x2 +x1t2 +vy1zp — z1y2)2
+ (tiyz —x1z2 +yita + z1xz)2

+ (tizg + x1y2 —yixa + z1ty)?.
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(b) Montrer que 84 = {dét(q)|q € O}.

» Onavuadlaquestion précédente que 84 = {dét(q) | q € O'}, ce quimontre 84 C {dét(q)|q € O}.
» Réciproquement, soit n € {dét(q)|q € O}. On peut trouver q € O tel que n = dét(q).
e Siqe O, onaclairement n € 8.

e Siqe O\0O,ses quatre coordonnées sont des demi-entiers.

Or, tout demi entier peut s’écrire de la forme 2k + 5/ pour un entier k € Z et un signe

bien choisi. En effectuant cette décomposition coordonnée par coordonnée, on peut trouver
+lgI£]+K

2
Comme dét(e™") = 1, on a alors

qo €0 ete= € O tels que q = 2qp + ¢.

dét(q) = dét(e ' q) = dét(2e " qo + Tw).

Or, vu la description de O™, on a 2¢7 € O, don, par stabilité par somme et produit, on

a2e] qo+ g € O/, ce qui montre dét(q) € S84, et conclut.

(c) Soit p un nombre premier impair.

i. Montrer qu’il existe a,b € Z 1’on ait la chaine d’inclusions strictes

(plm) & (plu, lu +al+1b]) & O.

D’apres le lemme A (transformé en un énoncé sur les congruences), on peut trouver a,b € Z
tels que a? + b2 =—1 (mod P).
On peut donc trouver un entier k tel que 1+ a* +b* = kp, d'oi :

Mg+ al+bN(g—al—b])=(1+a®+b) g =kp .

» L'inclusion (p 1g) C (p 1u, 1m + al+ b]J) est claire.

» Si on avait 'inclusion réciproque, on aurait notamment 1y + al +b] € (pIy), et on
pourrait donc trouver v € O tel que Ty +al+bJ =vp Iy.

On pourrait alors trouver quatre nombres t,x,y,z € R, tous entiers ou tous demi-entiers,
tels quev =tTg +xI+yJ+2zK
L'égalité Ty + al + b] = vp 1y donnerait alors notamment 1 = p t.
Que t soit entier ou demi-entier, ceci est une contradiction, car on a supposé p premier
impair.

» L'inclusion (p Ty, g + al+b]) C O est tautologique.

» Sion avait l'inclusion réciproque, on pourrait trouver A, i € O tels que
Tm=Aplg+u(lg+al+Db]).
En multipliant a droite par 1y — al—b], il vient :

lg—al—b]=Ap(Tg—al—b])+pu(lm+al+b])(Tg—al—bJ)
=Ap(lg—al—=b])+pkplm
=pA(lm—al—b])+pkly).

€0

La encore, on obtient une contradiction en étudiant les premiéres coordonnées : on devrait
avoir une égalité du type 1 = pt, pour un certain t entier ou demi-entier, ce qui est
impossible.
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ii. En déduire qu'il existe y,d € O, non inversibles, tels que p 1y = v d.

Comme Ty + al+b] # Ty, on peut trouver & € O tel que (p Ty, Ty + al+b]J) = (d).

L’appartenance p Ty € (p Tu, 1w + al+b]) = (8) montre 'existence d'un élément y € O tel
quep lg =v3o.

» Si d était inversible, on aurait, pour tout « € O,
a=ad""5e(8),
ce qui contredirait I'aspect strict de l'inclusion (8) = (p 1m, Im + al+b]J) & O.
» Sivy était inversible, on aurait, pour tout o« € O,
ad=oay 'yd=oaplue (pln),
ce qui contredirait I'aspect strict de 'inclusion (p 1g) & (p 1, lw + al+b]J) = (9).
iii. En déduire enfin que p € 8.

On passe I'égalité précédente au déterminant : il vient
p? = dét(p 1) = dét(y) dét(s).

Comme 'y et d ne sont pas inversibles, les entiers dét(y) et dét(d) sont > 2.
Comme p est premier, la seule possibilité est dét(y) = dét(d) = p.
Ainsi, p est la norme d’un élément y € O, ce qui montre que p € 84.

(d) Montrer le théoreme des quatre carrés : 4 = N.

» L'inclusion 84 C N est claire.

» On a vu que tout nombre premier impair appartenait a 84.
Clairement, 2 = 12 + 1% + 0% + 0> = dét(1 + 1) € Ss.
Comme tout élément de N* s’écrit comme un produit de nombres premiers (clairement, 0 € 84)
et que 84 est stable par produit, on en déduit 84 = N.
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