Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 14 janvier 2022

DM 11 : polynémes de Cebysév [corrigé]

Partie I. Généralités.
0. Soit n € N. Montrer qu’il existe un unique polynéme T, € R[X] tel que

V0 € R,cos(n0) = T, (cosO).

Unicité. Soit Ty, et O, € R[X] tels que
V0 € R,cos(nB) = Tr(cosB) = On(cosB).
Comme I'image de cos est [—1, 1], cela entraine notamment
vx € [—1,1], Ta(x) = On(x).

Comme le segment [—1, 1] est infini, on obtient T, = Oy, par rigidité.

Existence. On a, d’apres le binéme de Newton :

n
.. . n . _
(cos® +1sind)" = ik <k> sin® 0 cos™ 0
k=0
N LA NI n—k K (TH) .k n—k
i sin“ 0 cos 0 i sin“ 0 cos 0.
>+ (3) £ ()
kelo,n] kelo,n]
k pair k impair
eR €iR

D’apres la formule de Moivre, cos(n®) = Ré ((cos 0 + i sin0)™), donc on obtient

cos(nd) = Z ik (E) sin® 0 cos™ 0

kelo,n]
k pair

[n/2] n
_ Z ~ze< > 2 cos™ 2 g
= i sin?* cos
= 20
[n/2] n
— Z (—=1)* <2€> (1 —cos?0)¢ cos™2'0
=0

[n/2] n
_ 20 1\ anen—20
= Z <2€> (cos“® —1)* cos 0
=0
=T, (cos 0),
[n/2]

oitl'onaposé Ty =) <;€> X2 —1)IX 2 e RIX].
=0
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Le polyndme T, est appelé n-ieme polynome de éebyéékade premiere espece).

Le devoir est consacré a certaines propriétés de cette suite de polynomes.

1. Etant donné n € N, combien vaut Ty, (0) ? combien vaut Ty (1) ?

e 7 (=12 sin pair
OnaTy(0)=T,(cos= ) =cos|(n= )=
g " n( 2) ( 2> {0 si nimpair.

» OnaT,(1) =Tn(cos0) =cos(nx0)=1.

2. Déterminer les polynémes Ty, T1, T, et T3.

» Soit 0 € R.

On acos(00) =1, donc Ty = 1 convient (et c’est le seul, d’apres la question @])
» Soit0 € R.

Onacos(10) = cos©, donc T = X.
» Soit 0 € R.

On a cos(20) = 2cos?(0) — 1, donc T, = 2X* — 1.
» Soit 8 € R. En reprenant le calcul de la question|0]
_( 3 2 110y3-2x0 3 2 1y1y3-2x0
T3<2XO>(X 1)°X 1 (Xc=1)'X
=X +3X*—-1)X
=4x% - 3X.

3. Montrer Vvn € N, Ty, = 2X T 11 — Th.

Soitn € N.
Soit0 € R.Ona

(2X Tny1 — Tn) (cos 6) = 2cos 6 cos(n + 1)6 — cosnd

=cos ((n+1)0+6) +cos ((n+1)0 —0) —cosnd
= cos(n+2)0
=Tni2(cos0).

Cela montre que les deux polynomes Ty 7 et 2X Ty11 — Ty, coincident sur [—1, 1], et ils sont donc égaux

par rigidité.

4. Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de Th,.
Soit n € N*,

1l est clair que, pour tout ¢ € N, le polynome (X* — 1)* est unitaire de degré 24.
Par stabilité par combinaison linéaire de R [X], la formule

[n/2]

T, = Z (;) (X2 — 1)t X2

=0
montre que T, € Ry [X] et que son coefficient de degré n est

[n/2]

coeff, (T,) = Z <;€> coeff; (()(2 — 1)8) coeff,, ¢ (Xn—ze)
=0

=1 =1

1. L'étudiant-e pourra préférer les orthographes Chebyshev, Tchebychev, Tchebycheff ou Yebbrmés.
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[n/2] n n :
— _ _ m—
> ()= (3)-=

=0 kelo,n]

k pair

grdce a la conséquence classique des formules du bindme de Newton

r=(4+1n= Y (E>+ Yy <2>

kelom] kelo,n]
k pair k impair
. m o n o n
ke[onl] kelon]
k pair k impair

En réintégrant le cas de Ty = 1, on voit que, pour tout n € N, le degré de Ty, est n, alors que son
coefficient dominant est

1 sin=0;

™1 sin>0.

5. Montrer que, quel que soit n € N, la fonction polynomiale associée a T,, est paire ou impaire en
précisant, en fonction de n, le cas dans lequel on se trouve.

La formule

[n/2]

Tn — Z (;ﬂ) (XZ o ])Kxnfze

(=0

et les propriétés de stabilité montrent que la fonction polynomiale t — Ty (t) est « de la méme parité
que  », car chacun des termes de la somme est de la méme parité que n — 2(, qui est celle de n.

6. Soitn € N.

(a) Déterminer les racines complexes de T,.
» Soit © € R. On a la chaine d’équivalences

cos(nf) =0& nb = = (mod )

1A

& 0= (mod 7t/n).

BEZ}.

est positive si et seulement si £ > 0, et elle est < 7 si

™
2n
Donc I’ensemble des solutions de I'équation cos(n®) = 0 est

(e = {55

2+ Nm

et seulement si £ < n — 1. Autrement dit, les solutions de I'équation précédente appartenant i
[0, 7] sont

» Ltant donnél € 7, la quantité

7 31m 57 2n—1)m
2’2’27 2n

2k—1 \"
Autrement dit, il s’agit des éléments de la famille < kzn 7:) et elles sont donc au nombre
k=1
den.

3/112]



» Soitk € [1,n].Ona

< <2k —1 > > ( 2k —1 >
T, [ cos T =cos(n T
n n

T
— cos (km— 7)
cos ( -5
= sin(km)
=0.
2k — .
Cela montre que &y = cos <2n> est une racine de Ty,

Par ailleurs, la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7t], donc on a
>8> > &

On a donc trouvé n racines au polynome Th,.
D’apreés le critere radical de nullité, comme deg Ty, = n, il ne saurait en avoir davantage.
Ainsi, les racines de Ty, (dans C) sont exactement les éléments de la famille (&x)y_;.

(b) En utilisant ce qui précede, écrire T,, comme le produit (d"un scalaire et) de n polynémes
de degré 1.

Le cas n = 0 est plus ou moins tautologique : To = 1, qui est déja le produit d"un scalaire et... de O
polynomes de degré 1. On suppose donc dans la suite n € N*.

La question |ba|et le théoreme de factorisation garantissent I'existence d’un polyndme Q tel que
T = (X=x1)(X=x2) - - (X =xn)Q.
On a alors

n=degThn=1+1+---+1+degQ,
—_———

n fois
donc deg Q = 0 : il existe un nombre A € R* tel que Q = A. Ainsi, on a la décomposition
Tn =AX=x1)(X=x2) -+ (X = xn).

Comme tous les facteurs (X — xi), pour i décrivant [1,nl], sont unitaires, on en déduit que A est le
coefficient dominant de Tr. D’apres la question {4}, on en déduit la décomposition

Ty =2 (X —x1)(X=x2) -+ (X = Xn).

(c) On supposeEI n € N*. Déduire de toute la discussion la formule

n (—1)v/2

2k—1 (=nm2 N
H COS < 7() — 2T171 s1m est palr ;
2n )
k=T 0 sinon.

11 suffit d’appliquer en O la factorisation obtenue a la question précédente, et de comparer avec le
résultat de la question

7. Soitn € N*. Pour tout j € [0,n], on note n; = cos <<1 — J> 7T).

2. L’énoncé distribué omettait cette hypothese. Mea culpa.
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(a) Montrer que, pour toutt € [—1,1], on a [T, (t)| < 1, avec égalité si et seulement si t est 'un
des points de la famille (n; )]T‘:O.
Soit t € [—1,1].
» On peut trouver © € [0, n] tel que t = cos 6. On a alors

[Tn(t)] = [Tn(cos 0)| = cos(nB)| < 1.
» Ona

[Tn(t) =1 & cos(nd) = £1
& nb =0 (mod 7)
& 0 =0 (mod 7t/n)

o3k e [[O,n]}:ezkg
. LT
S Felon]:0= (n—))a,

donc les points t € [—1,1] tels que [T (t)| = 1 sont les éléments de la famille

(COS ((n—j)ﬂ»:_o = (ﬂj)]n:o.

n
(b) Montrer V0 € R,n sin(nd) = sin(0) T}, (cos 0).

Les deux fonctions © — cos(n0) et © — Ty (cos 0) sont dérivables (par opérations) et égales, donc
leurs dérivées sont égales, ce qui conclut (apres simplification d’un signe —).

(c) Calculer Ty (n;) pourj € [1,n — 1] et déterminer les racines complexes du polyndme Tj,.
Soitj € [1,n —1]. On a ainsi (1 — ;) 7t € ]0, 7t[, donc sin <1 — 1]1> £ 0.

En revanche, sin <n <1 — T]l> 7'[> =sin((n —j)m) = 0.

En appliquant la question précédente a © = <1 — T]L> 7, on obtient

n x 0 =gin® Ty, (1),
#0

ce qui montre T, (n;) = 0.
Comme degTn, =n > 1, 0na degT, = n — 1. D’apres le critére radical de nullité, le polyndme
n—1

T, ne peut donc pas avoir d’autres racines que les n — 1 éléments de la famille M)

8. Soit P € R[X]. Expliquer pourquoi il est possible de décomposer l'intervalle [-1,1] en un
nombre fini d'intervalles sur lesquels la fonction polynomiale associée a P est monotone.

» Si P est constant, le résultat est immédiat.

» Sinon, le polynome P’ n’est pas nul, et il posséde donc un nombre fini de racines. A fortiori, la
fonction polynomiale associée t — P’(t) s’annule un nombre fini de fois sur l'intervalle [—1,1].
Cette fonction étant continue (car polynomiale), elle est de signe constant sur chacun des intervalles
entre deux racines successives de P'. En effet, entre deux points en lesquels t — P’(t) prend deux
valeurs de signes différents, le théoreme des valeurs intermédiaires entraine que t — P’(t) s’annule,
et donc que P’ possede une racine.

On en déduit que sur chacun de ces intervalles, t — P’(t) est soit > 0, soit < 0, et on en déduit que
t — P(t) est (strictement) monotone, ce qui conclut.
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La question précédente montre notamment que, si P € R[X], la fonction t — [P(t)| atteint son
maximum sur le segment [—1, 1], car t — P(t) ne posséde qu'un nombre fini d’extrema locaux (en
lesquels elle change de sens de variations).

Dans toute la suite du probleme, on note ainsi, pour tout P € R[X],

|IP|lso = max {|P(t)| |t € [-1,1]}.

Il y a essentiellement deux choses a savoir pour manipuler correctement cette norme uniforme :
» quel que soit le point t € [-1,1], on a [P(t)| < ||P||oo ;
» une inégalité de la forme ||P||, < C signifie simplement Vt € [—1,1],|P(t)] < C.

9. (a) Calculer ||Ty||co-

La question |/a|se traduit immédiatement en I'égalité

Thlleo = 1.
(b) i. Montrer ¥n € N,Vu € R, |sin(nu)| < n|sinul.

11 s’agit d'une récurrence immédiate, a I'aide de I'inégalité triangulaire et de la formule d’ad-
dition de sin.

ii. En déduire que ||T}||co = n*.

Soit t € [—1,1]. On peut trouver © € [0, 7] tel que t = cos(0).
» Site]-1,1[,ona6 €10, n[ (donc sin® # 0) et, d’apres la question

|sin(8) T, (cos 8)| = [n sin(n6)|
< n? [sin(0)] (question précédente)

donc T/ (cosB)| < n?.

» Le point le plus difficile est le calcul de T}, (£1). On peut utiliser des arguments de limite
et de continuité, on peut revenir a I’expression algébrique du polyndme, mais un argument
plus esthétique est de dériver a nouveau I'égalité de fonctions obtenue a la question|/b, On
obtient ainsi

V8 € R,n? cos(nB) = cos(8) T/, (cos 8) — sin*(8) T} (cos 6).
En appliquant cette V-assertion a 0 et 7, on obtient directement

T,

(M) =n? e T

n

(1) = +1.

Tout cela montre notamment que ||T}||oo = T (1) = n?.

Partie II. Majoration universelle d’un polynéme sur [1, +-ocol.

10. (a) Montrer que la fonction ch induit une bijection f : R, — [1,4+o00[ et, pour tout y € [1,+o0],
donner une expression de f~' (y) en fonction de y + /y? — 1.

La fonction ch est strictement croissante sur [1, 400}, elle est continue par opérations, et elle vérifie
ch(0) = 1 et ch(x) P ~+o00.
X—+00

D’apres le théoreme de la bijection monotone, ch induit une bijection R, — [1,+ool.
Soit ensuitey € [1,4+o0[. Ona

f(In(y+vy?=1)) = o (In (v + \/1327_1»; (in(y+v7=T))
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y+vyr—1+

1
e
y+\/1327—1>2+1
2<y+\/1327—1>
T A
_Z(y—i—\/yzj) N

En appliquant £~ de part et d’autre, on obtient f~' (y) = In (y +Vy? — 1).

—~ DNl =

y.

(b) Montrer Vp, q € R,2ch(p) ch(q) = ch(p+ q) + ch(p — q).

Ona
P =P ed —q
2ch(p) ch(q)zze +e Pel+e
2 2
1
ch(p +q) +ch(p —q).

(c) En déduire Vn € N,V¥x € R, Tn(chx) = ch(nx).

Soit x € R.
Pour tout n € N, on note H(n) l'assertion « Tp(chx) = ch(nx). »
Montrons Yn € NyH(n) par récurrence double.

Initialisation. Ona
e To(chx) =1=ch(0x);
e Ti(chx) =chx = ch(1x),
ce qui montre H(0) et H(1).
Hérédité. Soit n € N tel que H(n) et H(n + 1). Montrons H(n + 2).

Ona
Thi2=2XTh —Th (d’apreés la relation de récurrence)
donc Tni2(chx) =2ch(x)Thy1(chx) — Th(chx)
= 2ch(x) ch((n + 1)x) — ch(nx) (d’apres Hn) et Hm + 1))
= ch((n + 2)x) + ch(nx) — ch(nx) (d’apreés la question précédente)
= ch((n + 2)x),

ce qui montre H(n + 2) et cl6t la récurrence.
11. Soit n € N. Montrer Vx € [1,+oo[,1 < Ta(x) < <x+ VX2 — 1>n.

Rappelons que Vt € Ry, 1 < ch(t) < exp(t), car, pour tout t € Ry, ona exp(t) = ch(t) + sh(t).
——
>0

Soit x € [1,4+o0[. Ona

Th(x) =ch <n ! (x)) , (ques. préc.)
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ce qui montre déja Tn(x) > 1 et, en outre,

Tn(x) =exp (n ! (x))
=exp (n In (X+ \/x2—1)>
= <x+ \/x2—1)n.

Dans toute la suite de la partie, on fixe un entier n € N*. On définit alors les polynémes de Lagrange
associés aux points de la famille (n; )}1:0 : pour tout j € [0,n], on note

IT xX—m

Lj _ kelo,n]\{j} .
H (Mmj —mx)
keloml\G)
n .
12. Montrer Ty, = ) (—~1)"7L;.
j=0

Soitj € [O,n]. Ona

n

ce qui montre que Ty, et Z(—] )“‘ij, tous deux éléments de R, [X], coincident sur les n + 1 éléments
=0

de la famille (n;);,.

Par rigidité, ils sont égaux, ce qui conclut.

13. Montrer Vx € [1, +oo[, Th(x) = Z IL; (x)].
=0

Soit x € [1,+ool.

OnaTn(x) = Z(—1 )“_ij (x), si bien qu’il suffit de vérifier que ¥j € [0,nl], (—1 )“_ij (x) = 0 pour
j=0
obtenir le résultat.

IT x—m0

kelom]
k#j

H (M; —m)

kelo,n]
k#j

» Commex > 1, on a, pour tout k € [0,n] \ {j}, x —mi = 0.
Ainsi, H (x —mk) = 0.

kelon]
k#j

» Soit k € [0,n]\ {j}.
e Sik < j (ce qui représente j facteurs), on an; —ny > 0.

Onal(x) =

e Sik > j (ce qui représente n — j facteurs), on an; —ny < 0.
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Ainsi (=1)"7 T (nj—m) > 0.
kelon]
k#j

On en déduit (—1 )“*ij (x) = 0, ce qui conclut.

14. Montrer VP € R, [X],Vx € [1,+oo[, [P(x)] < ||P|loo (x—i— VX2 — 1)n.
Soit P € Ry [X]. Par interpolation de Lagrange, on a
n
P=> PmL;.
=0
On en déduit, pour tout x € [1,4o0l,
n
PGl = | Y Pl (x)
j=0
n
< Z [P(m;)| L (x)] (inég. triangulaire)
=0 ~——
<IPlleo
n
<Plloo Y ILi(x)]
=0

< IP|loo (x—i— X2 — 1)n. (questions[13]et[11)
n
15. Montrer que, pour tout r € [1,n], ona Vx € [1, +ool, Tg) (x) = Z ‘L]m (x)} eten déduire

VP € R, [X],Vx € [1,+oo[,

P ()| < IPlloe [TH' ().

n
Soit v € [1,n]. En dérivant v fois I'égalité polynomiale de Ia question on obtient Tl = Z (=1 L]m.
j=0

n
Soit maintenant x € [1,+ool. Pour montrer Tg) (x) = Z ‘L]m(x) , il suffit de montrer les inégalités
=0
¥ € [0,n], (=1L (x) > 0.
Soitj € [O,n]. Ona
(r)
[T xX-na|
kelom]
7- KA
(=1L (x) = : .
] (=0 T oy —m)
kelon]
KA

» Comme a la question (13| on a que le dénominateur de cette expression est > 0.

» Reste a montrer que le numérateur est également > 0.

Or, on montre facilement par récurrence que si Ly, . .., Ly, sont des polyndmes unitaires de degré 1 (si
bien que, pour tout {, Ly = 1 et Ly = 0), la dérivée p-ieme du produit L - - - Ly, est une combinaison

3. Il manquait des « (x) » dans 1’énoncé distribué. Mea maxima culpa.
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linéaire, a coefficients positifs, de « sous-produits » Ly, - - - Ly, 001 <jo, < -+ <jg.., < mest

une sélection de m — r indices.
()

En particulier, H (X —m) (x) est une combinaison linéaire, a coefficients positifs, de sous-

kelom]
KA
produits de termes de la forme (x —1q).
(r)

Comme tous ces termes sont positifs, on en déduit H (X —1x) (x) = 0, ce qui conclut.

kelo,n]
k#j

Partie III. Inégalités des freres Markov (1890, 1892).

Soitn € N*.

16.

17.

En revenant a la définition de Ty, montrer ¥n € N, (1 — X*) T/ — X T, + n*T, = 0.

La questionmontre que les fonctions (dérivables) © — m sin(n) et 0 — sin(0) T}, (cos 0).
En les dérivant, on obtient I'égalité

V8 € R,n? cos(nd) = cos(8) T/ (cos 8) — sin?(8) T/ (cos 6).
Soit maintenant © € R. Ona

(1 —XH T/ = XT, 4 n? Tn)(cos6) = (1 — cos? 8)T/ (cos 8) — cos(8) T/, (cos 8) + n? Ty (cos 6)
= sin®(0) T/ (cos 8) — cos(8) T}, (cos ) + n? cos(no)
—0,

ce qui montre que le polyndme (1—X*) TH —X T/, +n? T, admet une infinité de racines (tous les éléments
du segment [—1,1]). D’apres le critere radical de nullité, il est nul.

En utilisant la question précédente et la formule de Leibniz, montrer que pour tout r € [0,n],
ona

. 127! .
Ty = ATy

n+r(n—r)!(2r)! (_1)n+rTT(1r)(]).

Soit r € [0,n — 1]. En dérivant r fois I'égalité polynomiale de la question précédente, on obtient

(r)
<(1—x2)T;{—XTg+nZTn> =0 donc (1-XHTy™ — 2r+ DXT ™ + (2 =) TR =0

donc —(2r+ DT M+ m2— 1) =0
Mm—r)(n+r)

2r+1 Tg)(])'

donc TQH)U) =

Par une récurrence immédiate (initialisée par le fait que T (1) = 1), on obtient

(1) = -1 -+1)n-(-2)n—-(r+2)) (n—I)(n+1)nj]
" 2r—1 2r—3 3 1

n+r—1

n H k
k=n—r—1

2r—1)(2r—3)---3-1
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2 n+r
k
2-1
k=n—r—1

_n 2r)(2r—-2)---
S n4r(2r)@2r—1)---3-
n 2'rl(n+r)!
n+r2r)! (n—7)°

On obtient enfin la valeur de TEI ) (—1) en remarquant que, comme T, est de la parité de n, sa dérivée
r-ieme T est de I parité dem + 7.
18. Soit P € R, [X].
(@) Soit A € [—1,1].
1 siA>0
—1 siA<O

A+ A—c¢
> X+ 2) . Montrer

On définitle nombre ¢ = { etle polyndme P) =P (

0l- (4

. ) A ' A A—
Une récurrence immédiate montre que, pour tout v € [1,n], P;\T) = ( + e) p ( + 8X + ¢

P()O\)‘.

2 2 2
At e
2

_ A+

On vérifie par ailleurs — suivant les cas — 1'égalité 3

On en déduit alors, pour tout v € [1,n],

’ A+e A—c¢ A +1\"
(r) _
e () - (%)

(b) En déduire ¥r € [1,n], [P ]|oe < 2" TV (1) ||P[|so-
Soit v € [1,n]. Soit A € [1,n].

A€

||

(TJ()\)’ .

P;\T)U) , si bien qu'il

La guestion précédente montre que ’ ’ < ’P ’ <2
q p q <|7\| T ]>

suffit de majorer ‘Pg\r) (1) ‘

Pour cela, on applique la question [I5|au polynome Py, en x = 1. On obtient
PAMDI < IPalloo [T(D)] < [1Palloe TH'(1).

A—c¢

Or, pour tous A € [—1,1]

est affine et elle envoie —1 sur —e = +£1

et 1 sur A € [—1,1]. Elle envoie donc tout l'intervalle [—1, 1] sur un intervalle inclus dans [—1,1].
Cela montre

vt e [=1,1],PA(t) < [|P] ooy

< IPloo-
In fine, on a montré VA € [—1,1], ‘P(T)(?\)‘ < 2" ||P|lso TS](] ), ce qui donne I'inégalité

1P oo < 27 [|P[loo TR (1)

(c) Montrer enfin les inégalités

yw T (M)

IP[|oo < 212 ||P|l0o et vr e [2,n], |IP™ o < 2
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» La premiere inégalité est une conséquence évidente de la question précédente et de 1'égalité
T, (1) = n?, montrée a la question |9(b)ii
» La deuxieme inégalité est une conséquence directe de la question précédente, de la question [I7]

<1
T

, s n
et de I'inégalité évidente -
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