Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 20 janvier 2022

DM 12 : polyndémes de Bernoulli

Partie I. Quelques outils.

1. Suites d"Appell. On appelle suite d’Appell toute suite (P, )necny de polyndmes a coefficients réels
tels que

Po=1 et VTLGN*,PT/l:TIPn,L
(a) Donner un exemple simple de suite d’Appell.

Dans la suite de la partie, on fixe une suite d’Appell (Pn)nen.

(b) Déterminer, pour tout n € N, le terme dominant du polyndéme Py,.

(c) i. Pourtous k,n € N, calculer la dérivée k-ieme P&k)

ii. En utilisant la formule de Taylor, montrer

n
Vn e N,Vz € R, Pp(X + 2) =Z<2> 2) Xk,
k=0

2. (Im)parité généralisée. Dans toute cette partie, on fixe r € R.
On dira qu'un polynéome P € R[X] est :
» 1-pairsi P(r — X) =P(X);

» 1-impair si P(r — X) = —P(X).

(a) Comment lire sur le graphe de P la r-parité ou la r-imparité de P?
(b) Montrer que tout polyndéme se décompose de maniére unique comme une somme d’un
polyndme r-pair et d’un polynéme r-impair.
(c) Soit P € R[X]. Montrer que :
» si P est r-pair, alors P’ est T-impair;
» siP est r-impair, alors P’ est T-pair.
(d) Soit P € R[X]. Montrer que :

» siP’est r-impair, alors P est r-pair.
T

» si P’ est r-pair et que J P(t) dt =0, alors P est r-impair.
0

3. Théoreme de Rolle pour les polyndmes. Soit P € R[X] et a < b deux réels tels que P(a) = P(b).
On veut montrer ¢ € ]a, b tel que P’(c) = 0. Pour ce faire, on procede par I'absurde.

Supposons donc (par I'aburde) ¥x € ]a, b[, P’(x) # 0.
(a) Montrer que soit Vx € Ja,b[,P’(x) > O, soit Vx € ]a, b[,P’(x) > 0.
(b) Conclure.
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Partie II. Nombres de Bernoulli.

4. Soit Q € R[X].
1
Montrer qu'il existe un unique polynéme Q € R[X] tel que Q" =Q et J Q(t)dt =0.
0
5. Montrer qu’il existe une unique suite d’Appell (Bn)nen telle que

1
vn € N*,J Bn(t) dt = 0.
0

Cette suite de polynomes est la suite des polyndmes de Bernoulli. Pour tout n € N, on note b;, = B (0) :
il s’agit du n-ieme nombre de Bernoulli.

6. Calculer les polynomes By, B et B3 et les nombres by, by, b; et bs.
7. Montrer Yn € N, b,, € Q.
8. Montrer Yn > 2,B,,(1) = B,,(0).
n n
9. Montrer Vn € N, B, = Z (n) b X" * et en déduire Vn > 2, b, = Z <n> by.

k k
k=0 k=0

10. Expliquer comment la question précédente permet de calculer la suite des nombres (by, )nen par
récurrence, et utiliser cette idée pour calculer by.

11. Montrer que pour tout n € N, le polyndme de Bernoulli By, est 1-pair si n est pair, et 1-impair si
N est impair.

12. (a) Soitp > 1. Montrer que 0, 1/2 et 1 sont des racines de B;p 1.

(b) En utilisant le théoréme de Rolle de la premiére partie, montrer que pour tout p > 1, les
seules racines de B, 1 dans le segment [0, 1] sont 0, 1/2 et 1.

(c) Déterminer, pour tout p > 1, le nombre de racines de By, dans le segment [0, 1].

Partie ITII. Formule de Faulhaber-Seki-Bernoulli.

13. Montrer Vn € N*, B, (X 4+ 1) — Bo(X) = n X .
14. En déduire la formule suivante (Faulhaber 1631, Seki 1712, Bernoulli 1713E[).

n
VpeN,VneEN,) K=
k=0

Iﬁ(BpH (n+1) —Bpy1(0)).

15. Montrer

n P

1 1

YpENnEN,Y K=Y (P-kF > (1) Pk,
k=0 P k=0

1. Jacques Bernoulli est mort en 1705 mais son livre Ars Conjectandi fut publié apres sa mort par son neveu Nicolas.
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Partie IV. Théoréme de von Staudt-Clausen (1940).

K K\ /k—
16. Soit k,1,s € N tels ques < k. Montrer I'égalité <T) C) = (S> (r _ z)

17. Dans cette question, on définit

T
» pour tous p, T € N, lenombre A, = Z(—] )rs (Z) sP;
s=0
XX=1).---(X=1+1)
Tl '

X
» pour tout r € N, le polynome <T> =

(a) Soit p € N. En évaluant les deux polyndmes en tout entier k € [0, p], montrer
. X
Vp € N,XP = ZOA’D’f(r)'
=

. . A .
(b) En déduire que, pour tous entiers 0 < r < p, le nombre % est entier.

(c) Soit p € N. Montrer

L2 X
{PGR[X] (P(x+1)—P(X) =Xp} = {ZAwQH) T

KER}.

=0

Byt —bpi1 o X
d) En dédui vpeN, PP =% A :
(d) En déduire que Vp € N, o % Pl g

(e) En considérant le bon coefficient dans I'égalité précédente, montrer
LA B T
VpeN,bp =) " > (=1 <S>sp.
=0 s=0
(f) Montrer 'existence d"une famille d’entiers relatifs (ap)o<r<p telle que

1 . T T!
< N, —— —-1)8 P=__"_ .
vr<pe r—|—1§( ) <s>s r—HaW

16. Soitr
17. Soitr

VoV

5 un entier tel que r + 1 est composé. Montrer que r + 1| 7!.
1

un entier tel que v + 1 est premier. Montrer que
. T . —1 sir|petp >0
Z(—US<>SPEZSPE{ Petp (mod r+1).
s s=0 0

= sit{p

On pourra utiliser sans démonstration que le groupe multiplicatif (Z/(v + 1)Z)* est cyclique.

18. Conclure la démonstration du théoréme de von Staudt-Clausen :

vn € N* by, = — Z % (mod 1),
t—112n

ol la somme court sur les nombres premiers { tels que { — 1 divise 'entier 2n.

2. Cette précision manquait dans le sujet distribué.

. . - - k—s) . . ) .
11 aurait fallu la mettre, ou dire explicitement que le coefficient <r z> était supposé nul dans le cas contraire.
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