Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 10 février 2022

DM 14 : points périodiques d'une application continue [corrigé]

Probléme.

Partie I. Quelques lemmes sur les applications continues.

1. Ensembles fermés. Une partie A C R est dite fermée si A = A.

(a) Montrer que A C R est fermée si et seulement si toute suite (an)nen € AN d’éléments de

A convergente vérifie lim a, € A.
n—-+oo

C'est une conséquence directe de la caractérisation séquentielle de I'adhérence : A est I'ensemble des
limites des suites convergentes d'éléments de A.

(b) Montrer que tout segment est fermé.

Soit S un segment. On peut donc trouver a < b tels que S = [a, b].
Soit x € SN une suite convergente, de limite X .
On a donc ¥Yn € Nya < xn < b donc, par passage a la limite dans les inégalités larges, on a

a < Xoo < b, c'est-a-dire xoo € S, ce qui conclut.
(c) Soit A un ensemble non vide et (Aj)aca une famille de parties fermées de R.

Montrer que l'intersection ﬂ A, est fermée.
AEA

On va utiliser la question précédente.

N
Soit x € ( ﬂ A>\> une suite convergente. On note X, sa limite.
AEA

Soit A € A.

Comme x est a fortiori a valeurs dans A, et que xn f Xoo, le caracteére fermé de Ay montre
n—-+0oo
que Xoo € Aj.

Cela montre VA € A\, Xso € Ay, C'est-a-dire xo, € ﬂ Ay, ce qui conclut.
AEA

(d) Montrer que toute partie fermée non vide A C [a,b] possede un maximum et un mini-
mum.

Soit A C [a, b] non vide.

» La partie A est majorée (par b) et non vide, donc elle posséde une borne supérieure s = sup A.

» On sait que s € A. Comme A est fermé, on en déduit s € A, si bien que s = max A.

(e) Soit f : [a,b] — R une application continue.

i. Pour tout ¢ € R, montrer que

N
Soit x € (fq{c}) une suite convergente. Notons X sa limite. Notons déja que, par passage
a la limite dans les inégalités larges, X € [a,b].

» D’une part, la suite (f(xn)), oy est constante égale a c, donc elle converge naturellement
vers c.

» D’autre part, on a f(xn) ——— f(xo) par continuité de f.
n—-+oo
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Par unicité de la limite, on en déduit f(xo) = ¢, ’est-a-dire xoo € T~ {c}, ce qui conclut.

ii. Montrer (par exemple avec la question précédente) que Fix(f) = {x € [a, b][f(x) = x}
est fermé.

11 suffit d’appliquer la question précédente a la fonction @ : x — f(x) — x (continue par
opérations) et au réel c = 0 : on a en effet Fix(f) = o {0}

Etant donné deux segments I, ] C [a, b] et une fonction continue f : [a, b] — [a,b], onnoteI — ] (ou
157 pour plus de précision) et on dit que I recouvre J, si] C f[I].

2. Soit f : [a, b] — [a, b] continue et I C [a, b] un segment tel que I — L
Montrer que f possede un point fixe dans I.

(Exercice traité en TD, sans la notation —.)

On a fla, b] D [a, bl, donc on peut notamment trouver u,v € [a, b] tel que f(u) = aet f(v) =b.

La fonction continue ¢ : x — f(x) — x vérifie alors p(u) = a—u < Oet (v) =b—v > 0. En
appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires a @, sur l'intervalle joignant w a v, on obtient donc
Iexistence d’un point ¢ € [u,V] tel que @(x) = 0, c’est-a-dire tel que f(c) = c.

3. Lemme d’ajustement. Soit I, ] = [c, d] C [a, b] deux segments tels que I — J et f: [a,b] — [a,b]
continue. Le but de cette question est de montrer 1’existence d"un segment K C I tel que f[K] =].

(a) Montrer qu'il existe u,v € I tels que f(i1) = ¢, f(v) = d et tels que v est le seul élément
x € (u,v) tel que f(x) = d.
Comme I — ], on peut trouver u € 1 tel que f(u) = c et v € I tel que f(v) = d. Puisque ¢ # d, on
a nécessairement W # v.
» Siv > U, 'ensemble £~'{d} N [, b] est fermé (le niveau t~'{d} est fermé d’apres la ques-
tion le segment [u, b] I'est d’apres la question [1b} et la question (Ic|conclut) et non vide
(car il contient v), donc il admet un minimum v = min (f*]{d} N [, b]).

La minimalité de v signifie exactement que v est le seul élément de [1,v] d'image d.

» De la méme fagon, si v =1, le réel v = max (f‘1{d} N la, ﬁ]) convient.

(b) Montrer qu'il existe u compris entre u et v tels que f(u) = c et que u soit le seul x € (u,v)
tel que f(x) = c.

Les mémes arguments qu’a la question précédente montrent que, siu < v, u = max (f‘l{c} N [, v])
convient et que, si v < U, u = min (f‘1{c} N v, ﬁ]) convient.

(c) Conclure.
Avec les notations des questions précédentes, on va montrer que K = (u,v) convient.

» Lafonction x — f(x)—c est continue (par opérations) sur l'intervalle K\{u} et elle ne s’annule
pas sur cet intervalle.

D’apres un corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit que cette fonction
est de signe constant sur cet intervalle. Comme elle vaut f(v) —c = d —c¢ > 0 en v, on voit
qu’elle est > 0 sur K\ {c}, et donc > 0 sur K\ {c}.

OnadoncVx € K, f(x) > c.
» Les mémes arquments montrent que Vx € K, f(c) < d.
» La fonction f induit donc une application K — [c, d], ¢’est-a-dire que f[K] C [c, d].

Par ailleurs, comme f est continue sur l'intervalle K, que f(u) = c et que f(v) = d, le théoreme
des valeurs intermédiaires entraine que I'on a I'égalité (K] = [c, d].
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4. Lemme de la boucle. Soit [a, b] un segment et f : [a, b] — [a, b] continue.
Soit Ip, Iy, ...,L;—1 C [a,b] des segments tels que Iy — I, I} = I,..., L2 = L_retlL; — L.
Montrer qu'il existe x € Iy tel que ' (x) =xetVj € [1,r —1],f(x) € L.
D’apres le lemme d’ajustement, on peut trouver successivement :
» un segment K;_y C Ly tel que f[K, 1] =Ip:onaalorsI,_, — K.y,
» un segment Ki_py C I, tel que K] =K1 ronaalors,_3 — K,
» efc.
» un segment Ko C I tel que f[Ko] = Kj.
On a alors Kq LN Iy donc a fortiori K LN Ko :la questionentmfne Iexistence de x € Ky (et donc
x € Ip) tel que f'(x) = x.

Par ailleurs, une récurrence immédiate montre Vj € [1,r — 11, (x) € K., donc on a a fortiori les
appartenances Vj € [1,r — 1], (x) € L.

Partie II. « Period three implies chaos » (Sark6vs’kii, 1961).

Etant donné une fonction continue f : [a,b] — [a,b] et n € N*, on dit que x € [a, b] est un point
n-périodique pour f, et I’'on note x € Péry(f), si f"(x) = xetque Vj € [1,n— 1], (x) # x.

5. Exemples.

(a) Construire une application continue f : [0,1] — [0, 1] possédant un ou plusieurs points
fixes, un ou plusieurs points 2-périodiques, mais aucun point n-périodique, pour n > 3.

%ﬁﬂ{m”_’m”
x —1—x

On vérifie facilement que 1/2 est fixe et que tous les autres points sont 2-périodiques, ce qui montre
que cet exemple convient.

(b) Construire une application continue f : [0, 1] — [0, 1] différente de I'identité possédant un
ou plusieurs points fixes mais aucun point n-périodique, pour n > 2.

o {10,11 = [0,1]
Soztf.{ X o x/2

On vérifie facilement que O est fixe et que Vx € ]0,1],f(x) < x, a partir de quoi une récurrence
immédiate montre ¥x € 10,1],¥n € N* f*(x) < x, ce qui entraine que les points de 0, 1] ne sont
n-périodiques pour aucun n € N*, ce qui conclut.

On consideére dans la fin de la section une application continue f : [a, b] — [a, b] possédant un point
3-périodique, et on veut montrer 1’existence de points n-périodiques, pour tout n € N*.

6. Montrer 'existence de ¢ € Pér;(f) tel que c soit strictement compris entre f(c) et 2(c).

Comme f posséde un point 3-périodique, on peut trouver x € [a,b] tel que x # f(x), x # f2(x) et
x = f3(x).
» Le point y = f(x) est encore 3-périodique.
o ona f(f(x)) = f(f(x)) = f(x);

e si l'on avait f(y) =y, on en déduirait x = f*(x) en appliquant  de part et d’autre, ce qui est
exclu ;

e sil'on avait fz(y) =y, cela donnerait immédiatement x = f(x), ce qui est exclu.

» De méme, z = t(x) est encore 3-périodique.
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On peut donc choisir ¢ comme étant, parmi les trois éléments x, y et z, « celui du milieu », c’est-a-dire
celui qui est strictement compris entre les deux autres.

(Si on aime les formules qui ne servent a rien, ¢ = x +y + z — min(x, y, z) — max(x,y, z)).

mentJo — Ji,J1 = Jiet]; — Jo.

7. Identifier deux segments Jo,J1 C [a, b] tel que Jo N J1 = {c} et vérifiant les relations de recouvre-

Posons ] = (c,f(c)) et Jo = <c, fz(c)>. Vu la position relative des trois points, Jo N J1 = {c}.

» L'intervalle t[]o] contient f(c) et ¢, doncJo — Js.

» L'intervalle f[J;] contient f(c) et f(c), donc Jo et J1, qui sont inclus dans <f(c),f2(c)>, sont a
fortiori inclus dans f[J;]. Cela montre J1 — Jo et Jo — J1.

8. Soit n > 4. Montrer l'existence d"un point x € Péry, (f) N ], tel que Vj € [1,n — 1], fi(c) €.

Posons 1y = Jo et, pour tout j € [1,n — 1], I; = J1. On a bien les relations de recouvrement

Lhh—-LT =L —--—L_ =

Le lemme de la boucle entraine alors I'existence de x € Io tel que ¥j € [1,n — 11, f(x) e I; (c’est-a-dire
tel que Vj € [1,n — 11,1 (x) € J1).

11 reste a montrer que x est bel et bien n-périodique, c’est-a-dire que Vi € [1,n — 1], (x) # x.

Soit doncj € [1,n—1] et supposons par I'absurde que 1(x) = x. Comme x € Jg et f(x), on en déduirait
que x € Jo NJ1, c’est-a-dire x = c.

Or, cela est impossible, car le point ¢ ne vérifie pas Vj € [1,n — 1], fi(x) €. En effet, 2(x) € Jy.

9. Conclure.

» La question précédente montre déja que f posseéde des points n-périodiques pour tout n > 4.

» Par hypothese, f possede des points 3-périodiques.

» La relation J1 — ] et la question 2| montrent que f possede au moins un point fixe, c’est-a-dire
1-périodique.

» 1l reste a montrer que f possede des points 2-périodiques.
On procede comme dans la question précédente, a I'aide de la « boucle » Jo — J1 — Jo : on obtient
x € Jo tel que f(x) € Jq et 2(x) = x.
Le méme arqument que dans la question précédente montre que x est bel et bien 2-périodique : si I'on
avait f(x) = x, on aurait x = ¢, mais c’est absurde car c ne vérifie pas 2(c) = c.

Partie II1. Théoréeme de Coppel (1955) et un corollaire.

On considere maintenant une application f : [a, b] — [a, b] continue et on suppose que Pér;(f) = @.
On va montrer que, pour tout uy € [a, b], la suite récurrente (f"(uo)), .y converge.

10. Lemme de non-oscillation, cas de base. Soit ¢ € [a, b] tel que f(c) > c.
On va montrer dans cette question que f2(c) > c.
Pour cela, supposons par 'absurde que f2(c) < c.

(a) Montrer que 2(c) < c.

Si l'on avait £*(c) = ¢, comme f n’a pas de point 2-périodique, le point c serait nécessairement fixe,
ce qui est exclu par I’hypothese f(c) > c.
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(b)

(©

(d)

En considérant 'application g : x — f(x) — x, montrer que Ion peut trouver un point
p € la,c[tel que f(p) = p, et tel que f n"admette pas d’autre point fixe dans [p, c].

L’application g est continue sur le segment [a,c]. Ona g(a) = 2(a)—a = Oet g(c) = f2(c)—c <0
donc, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, la fonction £ posséde un point fixe dans [a, c.

Comme f2(c) < c, ce point fixe ne peut pas étre c. Comme f n'a pas de point 2-périodique, tout
point fixe de 2 est un point fixe de f.

Comme Fix(fz) Nla, c] est un ensemble fermé non vide, il admet un maximum p, et la maximalité de
p signifie exactement que > ne posséde pas d’autre point fixe dans [p, cl. A fortiori, c’est également
vrai pour f.

Montrer qu’il existe q € ]p, c[ tel que f(q) = c.

Ona f(p) = p < cet f(c) > c. D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a la
fonction continue f sur l'intervalle [p, ¢, on peut trouver q € [p,c] tel que f(q) = c.

Montrer que f possede un point fixe dans ]q, c[, et conclure.

On utilise a nouveau la fonction g : on a

> 9(q) =f(c) —q>0;

» g(c) =f*(c) —c < 0.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction continue g sur l'intervalle
[q, cl, on peut trouver p’ € [q,c] tel que g(p’) = 0. Vu les inégalités strictes précédentes, on a
mémep’ € 1q,cl.
1 s’agit donc d’un point fixe de 2, et donc d'un point fixe de f.

Cela contredit le fait que f n’a pas de point fixe dans |p, c, qui contient ]q, cl, ce qui conclut.

11. Lemme de non-oscillation, cas général. Soit encore c € [a, b] tel que f(c) > c.
On va montrer Vn € N*, f*(c) > c.

Supposons par 1’absurde que ce ne soit pas le cas, et considérons un entier m minimal tel que

f™(c

(a)

(b)

) < c. La question précédente montre m > 3.

Montrer f™(c) < f™'(c) < f™2%(c).

La définition de m donne f™(c) < cet ™), f™2(c) > ¢ (par minimalité).
En particulier f2 (fm_z(c)) < ™2 (e).

D’apreés la contraposée de la question précédente (appliquée au point f™2(c)), on en déduit I'in-
égalité ™1 (c) = f <fm_2(c)> < ™ 2(c).

On a donc obtenu f™(c) < ™ '(c) < f™2(c).
Enfin, la derniere égalité est stricte : si c’était une égalité, on obtiendrait f™(c) = f™ '(c) en
appliquant f de part et d’autre, ce qui est absurde.

Montrer qu’il existe u € {c, f(c), 2(c),...,f™3(c)} et k € [3, m] tels que u < f(u) et

™) = ) <e < M) < F2 ) < - < flu).

Considérons E = {(% e [1,m] ‘ ™) > fm*z(c)}.
OnaE C NetE # @, car m € E par hypothése. On peut donc poser k = min E.
Vu la question précédente, ona 1,2 ¢ E, donc k > 3.

On pose alors u = fmKk(c) e {fj(c) ‘j € [O,m—S]]}.

» Par construction, on a t*(u) = f™(c).

» Commek € E,onaf(u) >u.
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» Par minimalité dek,onal,...,k—1 & E, c’est-a-dire f™(c) < M Te) < - <M (),
ce qui se réécrit f¥(u) < 71 (u) < --- < f(w).

» La minimalité de m donne t(u) = f™(c) < ¢ < ™ (c) = ().

» 1l reste a justifier que les inégalités 7' (u) < --- < f(u) sont strictes. C'est le méme arqu-

ment qu’a la question précédente : si I'une d’entre elles était une égalité, on obtiendrait I'égalité
*(u) = 71 (u) en appliquant de part et d’autre la bonne itérée de f, ce qui est exclu.

(c) Montrer que 'on peut trouver j € [1,k — 1] tel que u € [fjH (w), f(u) [, puis que j # 1.

Par minimalité de m, on a ¥j € [1,m — 1],P(c) > ¢, donc ¥j € [0,m — 1],(c) > c. En
particulier, uw > c, ce qui montre u € [c, f(u)[.
Or, les inégalités de la question précédente montrent

e, Fw)LC (), F(w) | = U 7w, |
1

—.

On peut donc trouver j € [1,m — 1] tel que u € [fj“ (w), f(u) [

Par ailleurs, on ne peut pas avoir j = 1 : cela entrainerait 2(u) < u < f(u), ce qui contredit
directement le cas de base du lemme de non-oscillation.

(d) Onnote Iy = [u, f) (u)} et = [fj (u),f(u)} .Montrer Iy — I et; — I.
Les inégalités de la question précédente (y compris le fait que j > 2) donnent notamment les
inégalités 11 (1) <u < P(u) < f2(u) < f(u). Ainsi,

» Uintervalle f[Io] contient f(u) et £+ (w), d'on Iy = [f (w), f(w)] C [ (u), f(w)] C fll] : cela
montre Iy — Iy ;

» Uintervalle f[1;] contient t(u) et P71 (w), d'oit Iy = [u, P (u)] C [P (), 2 (w)] C fll;] : cela
montre I; — 1.

(e) Conclure.

Le lemme de la boucle entraine I'existence de x € Iy tel que f(x) € I et 2 (x) = x.
Comme f n'a pas de point 2-périodique, on en déduit f(x) = x, donc x € Io N1y, c’est-a-dire que
x = fI(u). Cela donne £ (w) = f(u), ce qui contredit les inégalités obtenues précédemment.

La situation étant symétrique, on pourra désormais utiliser le lemme de non-oscillation sous la
forme suivante : pour tout n € N* et tout ¢ € [a, b] :

» sif(c) > ¢, alors f*(c) > c;
» sif(c) < c,alors f*(c) < c.
Dans la suite de la preuve, on fixe ug € [a, b], et on note (un)nen = (f"(Ug)) - On définit alors

A={MneNluy <uni} et B={neNlu, >un1}.

Le but est de montrer que la suite u converge.

12. On suppose A U B # N. Montrer que u converge.

Soit ng € N\ (A UB). On adonc un, 11 = Un,, ce qui montre f(un,) = Un,.

Une récurrence immédiate montre alors Vn > Mo, Un = Un, : la suite u est stationnaire, donc elle
converge.
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13. On suppose A ou B fini. Montrer que u converge.

14.

Si A est fini, on peut trouver o € N tel que Va € A, a < « (en prenant & = max A si A est non vide,
o = 0 sinon). On en déduit Yn > &, Uy > Unyq : la suite w est décroissante a partir d'un certain rang.
Comme elle est bornée (parce qu’a valeurs dans [a, b)), le théoreme de la limite monotone entraine que
u converge.

On suppose maintenant que A et B sont infinis et que AUB = N.

On note @ et 1 deux extractrices telles que A = @[N] et B = {[N].

(a) En utilisant notamment le lemme de non-oscillation, montrer que (k) )Jken et (W) )ken

(b

(c

~

~

convergent, vers des limites que 'on notera £, et {_, respectivement.

Soit k € N. On a donc f(u(p(k)) = Ulpe(k) > Up(k)-

Le lemme de non-oscillation entraine que Wy (1) = el —elk) (Up(x)) > Ug (k). La suite extraite
est donc (strictement) croissante et bornée (car a valeurs dans [a, b]) donc elle converge d’apres le
théoréme de la limite monotone.

Montrer que {a € Ala+1 € B}et{b € B|b+ 1 € A} sont infinis.

Supposons par I'absurde{a € A|a + 1 € B} fini. On peut donc trouver N € N tel que cet ensemble
ne contienne aucun élément > N. Comme A est infini, il contient des éléments > N. Quitte a
augmenter N, on peut donc supposer N € A.

Le fait que N ¢ {a € Ala+ 1 € B} donne alors N + 1 ¢ B, c’est-a-dire N + 1 € A. Par une
récurrence immédiate, on montre Yn > Ny,n € A. On a donc B C [0,N — 1], ce qui contredit le
fait que B est infini.

Cela montre {a € A|a+ 1 € B} infini et, par symétrie, la méme chose vaut pour le deuxieme en-
semble.

En déduire que {_ = {,..
Construisons par récurrence deux extractrices x et w telles que Vk € Ny P(w(k)) = @(x(k)) + 1.

Initalisation. Considéronsn = min{a € A|a+1 € BL
» Commen € A, on peut trouver x(0) € N tel que @(x(0)) =n.
» Commen + 1 € B, on peut trouver w(0) € N tel gue p(w(0)) =n+ 1.

Hérédité. Supposons x(0),...,x(k),w(0),...,w(k) construits.
Comme{a € A|la+ 1 € B} est infini, on peut en trouver un élément n > @(x(k)).

» Commen € A, on peut trouver m € N tel que n = @(m). Puisque n > @(x(k)) et que
@ est croissante, cela entraine m > x (k) et on peut poser x(k + 1) = m.

» Commen + 1 € B, on peut trouver p € N tel quen + 1 =P(p). Puisque n > @(x(k)),
onan+1=19(p) > e(x(k)) +1=v(w(k)), donc, par croissance de \p, p > w(k) et
on peut poser w(k + 1) =p.

On ainsi trouvé x(0) < --- < x(k) < x(k+T1)et w(0) < --- < w(k) < w(k+ 1) tels que
Vj e [0,k+ 1, ¥(w(j)) = ©(x(G)) + 1, ce qui conclut.

Par extraction, Wy (k) o Ly et Uyw(x)) oo ¢

Ainsi, la suite (Wp(w(i)) ey = (Wrox00)) ey = (F (Wolx(k)) ) ey CONverge a la fois vers £ et
vers f({), par continuité de f.

On en déduit que f({1) = {_, par unicité de la limite.

Le méme arqument, basé sur le caractere infini de {b € B|b + 1 € A}, montre que f({_) = €.
On adonc f(f(£s)) = €. Comme f ne possede pas de point 2-périodique, on en déduit f(£y) = (.,
ce qui entraine £y = {_.
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(d) Montrer que u converge, ce qui conclut la démonstration du théoréeme de Coppel.

C’est une variante d'un résultat démontré en cours. Notons { = {_ = {,. Soit ¢ > 0.
On peut donc trouver K et K_ € N tels que

vk Z K+, ‘u(p(k) — 6\ <e et Yk > K,, ‘Uﬂ,(k) — 6\ < E.

Posons N = max(¢ (K, ), p(K_)) € N. Soit n > N.

» Sin € A, on peut trouver k € N tels que n = @ (k). Commen = @(k) > ¢(K), la stricte
croissance de ¢ entraine k > K., donc [un — €] = |ugp) — €| < e

» Sin € B, on peut trouver k € N tels que n = (k). Comme n = Pp(k) > P(K_), la stricte
croissance de \p entraine k > K_, donc lu, — €| = ]%(k) — (’,] <.

Cela conclut.

15. Application. Soit h : [a,b] — [a, b] continue. Montrer que si h posséde un point n-périodique,
pour un certain n > 2, alors elle possede un point 2-périodique.

On remarque que si h possede un point n-périodique (pour un certain n > 2) uy, alors la suite u est n-

périodique et non constante, donc divergente (une suite n-périodique u convergeant vers { vérifie, pour

tousp,q € N, que up = Uy yn — Let uq = Ugixn — {, donc on doit avoir u, = uq et la
k—+400 k—4o00

suite est constante).
D’apres la contraposée du théoreme de Coppel, on en déduit que h posséde un point 2-périodique.
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