Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 10 mars 2022

DM 15 : théoreme de Bohr-Mollerup [corrigé]

Exercice. Une suite récurrente a convergence lente.

R— R

Soit f: 2
X = —.
1+ x2

On définit la suite récurrente u en posant ugy € [0,2] \ {T} et Vn € Nyun41 = f(un).

1. Pour tout x € R, donner une expression de x —f(x) et x — f (f (x)). Dans les deux cas, on donnera
(x —1)*P(x)

Qx)

'expression sous la forme ,ou « € NetP,Q € R[X] sont des polynomes sans

racine réelle.
En déduire les points fixes de f et de f o f.

Soit x € R. Apres calcul, on trouve

(x—1P3x2+x+2)
x4+ 2x2 45

x—f(x) = (X_”X(ﬁﬁwrz) et x—f(f(x)) =

Les deux expressions montrent que 1 est I'unique point fixe de f et de f o f.
2. Déterminer rapidement les variations de f sur [0, 2] et en déduire Vn € N,u, € [0,2] \ {1}.

Par opérations, f est strictement décroissante sur [0, 2].

Comme f(0) = 2, f(1) = 1 et f(2) > 0, on en déduit que 'ensemble [0, 2] \ {1} est stable sous f, ce qui
entraine Vn € Nyu,, € [0,2] \ {1} par une récurrence immédiate.

3. Montrer que la suite u converge, et déterminer sa limite.

Comme dans le cours, la décroissance de f entraine que les suites extraites (W )xen et (Uzk+1)ken Sont
monotones (de monotonies opposées). Puisqu’elles sont a valeurs dans [0, 2] (et donc bornées), le théoreme
de la limite monotone entraine qu’elles convergent.

Puisqu’il s’agit de suites récurrentes (associées a l'itératrice continue f of), l'arqument usuel montre que
leurs limites sont des points fixes de f o f.

Onadoncuy —— letuy g —— 1, d'ott 'on tire u, ——— 1.
k—+o00 k—+o0 n—-+oo

Un41 —
Un — 1

Uni2 — 1 1

Uy — 1 n—o+too

1
4. Déterminer la limite de ( > et en déduire
neN

—1)(x2 2
Onavu que Vx € Ryx — f(x) = (x )X(ZXJ; x+2) . On en déduit que, pour tout n € N,

Unl —Un = f(un) —Un

 u,_)ia Tt t2
St uz +1
Ainsi, par opérations,
Uni] — Un 12+1+2_
Up — 1 n—+oo 12 41 N ’
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5.

donc

On en déduit

(a)

(b)

(©

un+1_]_u11+1_un Up — 1

—T.

U, — 1 Un — | Uy — 1 n—otoo

Ung2 — 1
Uny1 — ] n—-+oo

—1 par extraction, puis

Unp2 — 1 Unip— 1 Ungy —1

Un — 1 Upy1— 1 Uy — 1

Un42 — Un _1
(un — 1)3 n—-+oo 2

Montrer

On a, pour tout n € N, u, # 1 et

Un — Unt2 = Un — F(f(un)) =

n—+oo

(=) x(=1)=1.

(un — 13 (U2 +u, +2)

ud +2u +5
donc, par opérations,
un+2—un_7ui—|—un—|—2 71
(un—1)3 Ul +2u2 +5 notoo’ 2
Montrer — 1
ez =12 (un —1)2 notos
Soitn € N.Onaup,unp #1et
1 - 1 _(un_])z_(un+2_])2
(un+2 - ])2 (un — 1)2 (un+2 - ])Z(un - ])2
L Un—Ung2 | 2—Upn—Upy2 (1—upn)?
(U«n_])3 1T—u, (1 _un+2)2'
Or,
, Un—Unio 1
(U —1)3 notoo 2
> 2—Up —Uny2 ]+1_un+2 2
1T—u, 1—u, n—o+oo
—1 1— 2
Un+2 1 donc (1= un) 1.
Up— 1 notoo (1— un+2)2 n—-+o00

On en déduit

(ni2 =12 (un —1)% nooo
s 2
En déduire [u, — 1] ~ —.

n—oo n

La question précédente entraine que

1 1

— 1 et
(uakis — 1% (uzkg1 — 1)? ko400

D’apres le lemme de I'escalier, on en déduit

1 1

- 1 t
k (qu-H — ])2 k—+o00 ¢
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(w2 — 12 (uz — 1)2 koo

1 1

E (uzk — 1)2 k—+o00
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et I'on peut réécrire ces convergences

1 1 1 1 1 1
2k +1 (qu-H — 1)2 k—+o0 2

ce qui donne

ce que l'on peut réécrire

En élévant a la puissance —1/2, il vient

2
lun — 1]~ —.
n—oo | M

Probléme. Théoréme de Bohr-Mollerup (1922).

Partie 1. Préliminaires.

1. (Deuxiéme) inégalité de Taylor-Lagrange. Soit f € C*(R,) et a € R*.
(a) Justifier I'existence du réel My = max { |f”(t)| | t € [0, al}.
La fonction f" est continue, car f est de classe C*. Par opérations, on en déduit que | " | est continue
sur le segment [0, a]. D’apres le théoreme des bornes atteintes, on peut trouver T € [0, a] tel que
vt € [0, al, [f7(t)] < |[f"(7)].
Cela montre que {|f"(t)| |t € [0, a]} possede un maximum, a savoir | (7).

(b) Pour tout A € R, on considere la fonction (de classe C?, par opérations)

Ry = R
N { x = f(x) — (F(0) + '(0) x) — Ax%.

Montrer qu’il existe un unique A € R tel que g (0) = g3 (0) = ga(a) = 0 (et déterminer A).

» On obtient directement que, quel que soit A € R, gx(0) = g;(0) = 0.

» Comme a € RY, ga(a) est un polyndme en A de degré exactement 1 (et de coefficient domi-
nant a?) donc il posséde une unique racine.
Autrement dit, il existe un unique A € R tel que gx(a) = 0.
En effectuant les calculs, on obtient méme I'unique valeur :

A= (fla) — (f(0) +f'(0) a)) .

(c) On choisit la valeur de A trouvée a la question précédente.
Montrer qu'il existe ¢ € [0, a] tel que gy (c) = 0.

» On applique une premiere fois le théoreme de Rolle a la fonction gy (continue sur [0, al, déri-
vable sur 10, al, ga(0) = ga(a) = 0) et I'on obtient b € 10, a[ tel que gy (b) = 0.
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» On applique a nouveau le théoreme de Rolle a gy (continue sur [0,b], dérivable sur 10,b],
gr(0) = gy (b) = 0) et 'on obtient ¢ € 10, b[ tel que gy (c) = 0. A fortiori, on a c € [0, al.
(d) En déduire une expression de f(a), en fonction notamment de f”(c).

En revenant aux définitions (et a la formule pour N), on a trouvé c € [0, a] tel que

f(a) — (f(0) + £'(0) a)
o2

f’(c) —=2Ac =0 c’est-a-dire f(c) =2 =0.

Apres calcul,

f(a) = f(0) + f'(0) a + f/’z(c) a’.
/ Ma 2
(e) Montrer que Vt € [0, al,|f(t) — (f(0) + f'(0) t)| < > 4.

Soit t € [0, al.
On applique la question précedente en remplagant a par t : on peut ainsi trouver ¢ € [0, t] tel que

(c) ,
> t°.

f(t) =f(0) +f'(0)t +

A fortiori, on a c € [0, a, donc |f”(c)‘ < My, et il vient

/ N It (c)| 2
[f(t) = (FO) + F(0) )| = == " < ¢

(f) Une application. Montrer 'existence de A € R tel que

vte[0,a],t— At <In(1 +1t) < t.

» L’inégalité de gauche est une conséquence directe de la question précédente, appliquée a la fonc-
M
tion f : t — In(1 +t) : comme £(0) = 0 et f'(0) = 1, il suffit de poser A = 7“ pour
conclure.

» L'inégalité de droite est une conséquence de la concavité de la fonction t — In(1 4 t) : son
graphe est en-dessous de sa tangente en 0, qui est la droite d'équation y = x, d’apres les calculs
que I'on vient d’effectuer sur £(0) et £'(0).

2. Question bonus : théoréme de Taylor-Lagrange. En vous inspirant de ce qui vient d’étre fait,
montrer que, pour toute fonction h € C™'(R,), il existe ¢ € [0, a] tel que

n
h(k)(o) 5 h(nH)(c) .
ha) =) —g—a"+ m+in &

Donnons les grandes lignes :

LR N(
» quel que soit A € R, la fonction uy : x — h(x) — Z h k'(O) X — Ax™ (de classe C™, par
k=0 )
opérations) vérifie uy(0) = uj(0) = --- = (An)(o) =0;

» comme a™ # 0, il existe un unique A tel que I'on ait en outre wy(a) = 0 : il s'agit précisément de

1 = hwk(0)
A= (h(a)—z o ak>,-
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» une application répétée du théoréme de Rolle montre alors qu'il existe c € [0, al tel que ug\nH) (c) =0,

ce qui donne immédiatement W™ (c) = (n + 1)!A, d’oit l'on tire rapidement I'égalité demandée,
grice a l'expression explicite de A.

Partie II. La fonction I'.

n n
. s 1 1
» Dans cette partie, on pourra utiliser la convergence de <Z X In n) etde <Z k2> ,
k=1 neNx k=1 nenNx

déja vues (en DS et en TD, respectivement).

» Pour toutn € N* et tout x € R, on pose

n*n!
Mn(x) T x(x+ 1) (x+n)

Cette partie va montrer que, pour tout x € R, la suite (ﬂn(x))
sa limite — puis étudier la fonction I' : R} — R ainsi créée.

hens COnverge — on notera I'(x)

3. Croissance de la suite (ﬂn(x))
(a) Soitn € N*.

i. Minorer la fonction — In par une fonction affine s’annulant en 1.

: *
nens- Soitx € RY.

Comme —1In est convexe, on a Vt € R, —In(t) > u(t), oir u est la fonction affine dont le
graphe est la tangente au graphe de —Inen 1.
Puisque —In(1) =0et (—In)'(1) = —1,onaw: t — 1 —t, ce qui donne la minoration

vVt € RY, —In(t) > 1—t.

1 1
ii. En déduire que In (1 + ) > —.
n n+1

La question précédente donne en particulier.

In 1+l =In LH =—In L =—In(1-— 1 > 1 .
n n n+1 n+1 n+1

X
n+1°

-] X
iii. Montrer (1 + n> >1+

t t
La fonction h : t — <1 + T]l) est dérivable, de dérivée t — In (1 + :L) (1 + l) , qui est

~—_—————
>0

croissante. Cette fonction est donc convexe.

1
Comme h(0) =1et h'(0) =1In <1 + n)' la comparaison avec la tangente montre

t
VteR,<1—|—1> >1+ln<1+1>t.
n n

D’apres la question précédente, on en déduit en particulier

t

1 t
VteR+,<1+) >14+ —
n n+1

et on conclut en appliquant cette inégalité a t = x.
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(b) Montrer que la suite (TTn(x)), . croit.

Soitn € N*. Ona T, (x), TThq(x) >0, et
Mh1(x )_ (n+1)"(n+1)! x(x+1)---(x+n)
T (%) x(x+1 (x+n)(x—|—n+1) nxn!
n+1 n+1
x+n+1

("
—(‘+l>

d’apres la question précédente, ce qui conclut.

4. Majoration de la suite (TTy(x)) .- Soit x € R}.
n
(a) Pour tout n € N*, exprimer In (xTT,(x)), en fonction notamment de Z In ( 1+ %)
k=1
Soitn e N*.Ona
n*n!
” —_
*MalX) = C T i m)
nx
T Xl xm
1 n
nX
EEDEA (S
n
X
donc  In (xTTy(x)) = In(n*) —In [E (1+ E>
X
=xIn(n ln (1 + E)

(b) Gréce a la partie précédente, en déduire que la suite (TT,,(x)) | cn- st majorée.
D’apres la partie précédente, on peut trouver un réel A € R tel que

vt e [0,x],In(1+1t) > t— At

2
On en déduit, pour tout k € [1,n], In (1 + §) > % — A %, puis

(i-5)

n n .I
<x <lnn—Zk> + Ax? Z@
k=1

k=1

In (xﬂn( ) <xIn(n

x
lM:f

Par opérations (et grice aux résultats de convergence rappelés dans I'énoncé), la suite

S

est convergente, donc majorée : on peut en trouver un majorant M € R, ce qui montre

vn € N¥ In (xTT(x)) <M,
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puis

vn e N T, (x) <

x| =

ce qui conclut.

Grace au théoreme de la limite monotone, on obtient donc une fonction I' : R} — R en posant,
pour tout x € R%,

Mx)= Lm TT,(x).

n—-+00

Comme la suite (ﬂn(x)) est croissante et a valeurs > 0, on a donc Vx € R, '(x) > 0.

neN*

5. Premiéres propriétés de I'.
(a) Montrer I'(1) = 1.

Pour tout n € N*, on a

donc T(1) = _lim %:1.
n——+oo

(b) Montrer Vx € R, I'(x+ 1) = xT'(x).

Soit x € RY.. Pour toutn € N*, ona

n}+1n!
Mx+1)=
ALY Rl vy § T vy Py crpregray
B nx " n*nl
Cox+n+T T x(x+1)(x+2)--(x+n)
nx
BT R
Comme nx x, on obtient I'(x + 1) = x I'(x), par unicité de la limite.

X+n+1 notoo

(c) En déduire, pour tout n € N*, la valeur de I'(n).
Une récurrence immédiate montre Vn € N*,T'(n) = (n — 1)L

6. Log-convexité de I'.

(a) Pour tout n € N*, montrer que la fonction In oIT,, est convexe.

La fonction T1y, est lisse, donc a fortiori deux fois dérivable. Par opérations, il en va de méme de

InolT, : x — x In(n) +In(n!) — Z In(x + k),
k=0

dont la dérivée seconde est

évidemment positive sur R
On en déduit que In oT1,, est convexe.
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(b) En déduire que In ol est convexe.
Soit x,y € R. Soit A € [0, 1].
» Par convexité, on a
In (Mo ((T=A)x +2Ay)) < (1=A) In (TMTa(x)) + A In (TTa(y)).
» Par opérations, on a
o In (ML ((T—A)x+Ay)) — In(T((1=A)x+Ay));
e (1—-A)In (ﬂn(x)) +Aln (ﬂn(y)) ——— (1=A)1In (F(x)) +Aln (F(y)).

n—-+oo

Par passage a la limite dans les inégalités larges, on obtient
In(T((1=A)x+Ay)) < (1—2A) In(T(x)) +A In (T (y)),

ce qui montre la convexité de In ol

Partie III. Theoreme de Bohr-Mollerup.

Dans cette section, on considére une fonction f : R} — R vérifiant les propriétés suivantes :
» f(1)=1;
» Vx e RY, f(x+1) =xf(x);

» Inof est convexe.

On va montrer que f =T.

7. Soitx €]0,1] etn > 2.

(a) En utilisant habilement la croissance de Tjy, of.n), montrer

(m—1)*<

Ona

Tlln of;n] (Tl —1 ) < Tlln of;n] (Tl + X) < Tlln of;n (Tl + 1)
In (f(n+x)) —In (f(n))
X

donc In(f(n)) —In (f(n—1)) < <In(f(n+1)) —In(f(n)).
A cause de la relation Vx € RY, f(x+1) =xf(x),ona f(n) = (n—1) f(n—1) ef f(n+1) = nf(n),
donc les termes de gauche et de droite de cette double inégalité valent simplement In(n—1) et In(n).
En multipliant par x (qui est > 0) puis en utilisant la croissance de I'exponentielle, il vient

« _ f(n+x) N
(m—1)*< ) <n’.
(b) En déduire
M1 (x) < F(x) < T Tl (x)

En appliquant de facon répétée la relation Vx € R, f(x + 1) = x f(x), il vient

fn+x)=M+x—1)f(n+x—1)
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=Mm+x—1)n+x—-2)f(n+x—2)

=n+x—1)n+x—2)--x x f(x)
et, comme pour la fonction T', une récurrence immédiate donne f(n) = (n — 1)!.
L’inégalité se réécrit donc

(x+n—1)---x x f(x)

_1 X < < X,
(n=1) (n—1)! "
ce que 'on réécrit
Mm—1*Mn-1)! n*(n—1)! n*n! x+n
< ( )< = )

X (x+n—1) x--(x+n—1) x(x+1)---(x+n) n

ce qui est 'encadrement demandeé.

8. Montrer que f =T

» Ona
o TT1(x) m’ I'(x);

n-+x
.

ﬂn(X) m F(x)

Par passage a la limite dans les inégalités larges, on a T'(x) < f(x) < T'(x).

» Onadonc montré Vx € [0, 1[, f(x) = I'(x). Il reste a exporter cette égalité a R, tout entier.

Comme "> O, on peut considérer le quotient K
f

o d’apres ce qui précede, T vaut 1 sur l'intervalle 10, 1] ;
fix+1)  xf(x) f(x)

t t R*/ — = .
® pourtouix € B O 5e9) T X T(x)

A partir de ces deux points, une récurrence immédiate montre que, pour tout n € N*, le quotient T

vaut 1 sur l'intervalle 10, m], ce qui montre f =T.

9. Application. La formule de duplication de Legendre. A 'aide du théoréme de Bohr-Mollerup,

montrer
N 1 o1 (X x+1
VX€R+,F<2> rx) =2 r(z)r< : )

Considérons la fonction

R} — R
: 1 _ X x+1
¢ 2 (S)r (-
ARy (2) (2 )
11 s’agit de montrer @ =T, ce que I'on va faire en utilisant le théoréme de Bohr-Mollerup.

: 1 1 T+1 r)rm
» Déja, (1) = 2°r<) r( > =2 =1.
r@ \2 2 r@z)
» Soitx € R}.Ona




» Pourtoutx € RY, ona

In (@(x)) :xln(Z)—i—lnF(%) InT (X;1> —InT (;) :

1
o La convexité de In ol entraine rapidement celle de x — InT (%) et x — InT <X—|2—) (que

I'on utilise le critére de convexité des fonctions deux fois dérivables ou que I'on revienne a la
définition).
) 1 )
o La fonction x — x In(2) —InT <2) est affine, donc convexe.

Somme de fonctions convexes, In o est convexe.

» On peut montrer que I'(1/2) = /7, ce qui simplifie la formule de duplication de Legendre.

» La fonction I" est d'une importance considérable. Sa définition la plus standard est
+00
Mx) = J et dt,
0

a laquelle il faudra donner un sens.
La définition que 1’on a utilisée est appelée formule du produit de Gauss.
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