Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 15 avril 2022

DM 19 : théoreme de Skolem-Noether pour M,,(C) [corrigé]

» Dans tout le probléme, on fixe E un espace vectoriel complexe de dimensionn > 1 (et toutes les
notions d’algebre linéaire sont a entendre sur le corps des scalaires C).

2
» Onnote { = exp (1::)

Le but du probléme est de déterminer tous les endomorphismes de la C-algebre M,,(C), ce qui est
un cas (tres) particulier d’'un théoreme di (indépendamment) a Thoralf Skolem et Emmy Noether.

Partie I. Co-réduction de deux endomorphismes.

1. Un calcul préliminaire.
(a) Déterminer les racines du polyndme X" —1, et en déduire une factorisation de ce polyndme
en polynomes de degré 1.

Les racines du polynome X™ — 1 sont, par définition, les n. racines n-iemes de 'unité.

n—1

OnaX*—1= ] X=w)=][x-".

weln k=0
(b) Soitu € L(E) tel que u™ = idg.

En utilisant la relation précédente, montrer qu’il existe w € U, tel que u — widg ¢ GL(E).

En appliquant év,, a I'égalité précédente, on obtient
OL(E) :u“—idE = (u—idE) o (LL— CIdE) O:+++0 (LL— Cni] IdE)

Si tous les endomorphismes w — (¥ idg étaient des automorphismes, leur composée en serait égale-
ment un. Comme ce n’est pas le cas, on a donc montré Ik € [O,n —1] : u — ck ¢ GL(E), ce qui
conclut.

(c) Montrer que Sp(u) est une partie non vide de Us,.

Comme E est un espace vectoriel de dimension finie, le fait que uw — w idg ne soit pas un auto-
morphisme entraine qu’il n’est pas injectif : on peut donc trouver x € ker(u — widg) non nul,
c’est-a-dire un vecteur propre associé a la valeur propre w.

Cela montre w € Sp(u), et donc Sp(u) # @.

Dans toute la suite de cette partie, on considere deux endomorphismes u,v € L(E) vérifiant les
relations u™ = v* = idg et uov = { (v o u). On définit les matrices

10 0 -~ 0 0 000 --- 01
0¢C 0 -~ 0 0 100 - 00
00 & 0o 0 010 - 00
A= , , et Y= € M, (C)
00 0 o0 00 0 0 0
00 0 o ! 000 10

2. Soit A € Sp(u). Montrer CA € Sp(u).

Puisque A € Sp(u), on peut trouver x € E non nul tel que u(x) = Ax.
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On aalors u(v(x)) = ¢v(u(x)) = Cv(Ax) = CAv(x), ce qui montre v(x) € E¢a(u).
Par ailleurs, v"* = idg, donc v est un automorphisme (d’inverse v) ce qui montre que v(x) # Og.
11 s’agit donc bien d’un vecteur propre associé a la valeur propre CA, ce qui montre (A € Sp(u).

3. En déduire 1 € Sp(u).

D’apres la premiere question, on peut trouver w € Uy, tel que w € Sp(u).
On peut alors trouver k € [0,n — 1] tel que w = C*. Ainsi, (* € Sp(u).
En appliquant de facon répétée la question précédente, on obtient donc 1 = (™ ** € Sp(w).

On peut trouver xy € E non nul tel que u(xq) = xo.

4. Montrer que, pour tout k € [0,n — 1], le vecteur vi(

la valeur propre 43

Xo) est un vecteur propre pour u, associé a

Soit k € [0,n —1]. La relation wov = (v ou) et une petite récurrence montrent wu o v = F (v o).
On en déduit que w(v¥(x0)) = CVF(ulxg)) = V¥ (xo). Comme v est un automorphisme, V(%) # O,
et c’est donc bien un vecteur propre pour u, associé i la valeur propre C*.

n—1(

5. Montrer que la famille B = (xg, v(x0),...,V Xo)) est une base de E.

Les v¥(xq), k € [0,n — 1] sont des vecteurs propres pour i, associés i des valeurs propres différentes,
donc la famille B par eux formée est libre.

Comme cette famille posséde n = dim E vecteurs, c’est une base de E.
6. Montrer Matg (u) = A et Matg (v) = X.

» Pour tout k € [0,n — 1], on a u(v¥(xq)) = {*V*(xo), donc la (k + 1)-ieme colonne (les colonnes
sont numeérotées a partir de 1...) de Matg (u) est ey,

Cela montre Matz (u) = diag(1,¢,..., o = A

» Ona:
e pour tout k € [0,n — 1], v(v¥(x0)) = V1 (x0), donc la (k + 1)-ieme colonne de Mats(v)
est exi;
e v(V' 1 (xg)) = v (xg) = xo, donc la n-ieme colonne de Matg (v) est ej.

Cela montre Matg(v) = Z.

Partie II. Une base de M,,(C).

7. Une base de D,,(C).

n—1
(a) SoitAgy...,An_1€CetP = Z A X¥. Montrer I'équivalence
k=0
n—1
> AA¥ =0y, () & P =0cy.
k=0

Le produit de deux matrices diagonales s’effectuant coefficient par coefficient, on a
P(A) = diag (P(]),P(C), . ,P(c“—‘)) .
Ainsi,
P(A) = Oy, (0) & Yk € [0,n — 1], P(¥) =0 & P = O¢i,

le sens direct de la derniere équivalence provenant du critere radical de nullité, car P € C,,_1[X].
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(b) En déduire que (I, A, A% ... A" est une base de D (C).

La question précédente montre la liberté de cette famille de matrices diagonales.
Comme elle posséde n = dim Dy, (C) vecteurs, c’est également une base de Dy, (C).

(a) Pour toutp € [0,n — 1], on considere V,, = Vect {Ei,j

Que vaut Vy?

OnaVy = Vect (Em, ceey En,n) =Dy, (C).

(i,7) € [, i = +p (mod n) }.

n—1
(b) Montrer M,,(C) = @Vp.
p=0

Pour tout p € [0,n—1], notons Ay, la famille de n matrices (Ep1.1y ...y Ennpy Etn—p+1y-- -y Epn),
si bien que V,, = Vect(A,).
n—1
On voit que la concaténation \/ A, de toutes ces familles forme une famille de n* matrices, qui
p=0
n’est rien d’autre que la base canonique, dans un ordre différent.
n—1 n—1 n—1
On en déduit que My, (C) = Vect \/ Ap | = @Vect(ﬂp) = @Vp.
p=0 p=0 p=0
(c) En déduire que la famille F = (Zp Ak) est une base de M,, (C).
0<p,k<n—1
n
» Un calcul direct montre que LEi; = ZEkH,kEi,j = Ein1iEix = Eiq1, ot U'on utilise
=T o si ket
la convention que si, dans une matrice de la forme Ey y, l'indice de ligne k (resp. l'indice de
colonne ) n’appartient pas a [1,n], on le remplace par 'unique élément dans [1,m] qui est
congru a k (resp. £) modulo n. (De fagcon moins formelle mais plus claire, k et { sont « a
comprendre modulo n »).

» Par une récurrence immédiate, pour tout p € [0,n—1], ZpEi,j = Eip (avec la méme conven-
tion, on ne le précisera plus).

» La matrice L est inversible (par exemple parce que I'on voit tres facilement que son noyau est
nul, ou parce que le fait que Vi € [1,n],Xe; = eiyq entraine Vi € [1,n],X"e; = e; et donc
" =1,

M, (C) — Mn(C)

A o TA est donc un automorphisme, d'inverse Ly—1.

L’endomorphisme Ly : {

» Soitp € [O,n—1]
En particulier, I'automorphisme LY = Lsp induit un isomorphisme

@p : Dn(C) = Vect(Ey1,...,Enn) — Vect(Eripn, ...y Epnip) = Vect(Ap) = Vy.
» En particulier, la famille <Zp Ak) , image de la base (Ak) de Dy (C) par I'iso-
o<k<n—1 o<ks<n—1
morphisme @, est une base de V.
n—1
» Par concaténation, <Zp Ak) est une base de @ Vp, =M, (C).
0<p, ksn—1 =0

(d) On considere la all-ones matrix H = (1)

Ona

1<iicn” Décomposer H dans la base J.
<i,j<n

H= Z Ei;

1<i,j<n
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Partie II1. Théoreme de Skolem-Noether pour M,,(C).

9. Soit P € GL,(C).
M, (C) — M, (C)

Montrer que Yp : { M s PMP

est un endomorphisme de la C-algebre M,, (C).

Toutes les vérifications, a savoir :

» YMi,M; € M, (C),VA € C,¥p(AM; + M;) = AWp(M;) + ¥Yp(M;);
» Wp(l,) =1,

» VM, M; € My (C), ¥p(M1Mz) = ¥p(M;)¥p(M,),

sont immédiates.

On va maintenant montrer la réciproque de ce résultat.
On fixe donc un endomorphisme ¢ de la C-algebre M, (C).

10. (a) On considere u (resp. v) I'endomorphisme de C" canoniquement associé a @ (A) (resp. @(X)).
Montrer qu’il existe P € GL,,(C) tel que ¢(A) = PAP et ¢(X) = PP

Notons C la base canonique de C™.

» Onadéjavu que A™ = L™ = 1. Un calcul direct montre éqalement que AL = (XA.
Comme @ est un morphisme d’algebres, on en déduit

e p(A)"=(A") =1} =1,
o deméme, (Z)" =1,;
e p(A)p(Z) = @(AZ) = @(CZA) = Cp(Z)@(A).

Comme « composer, c’est multiplier »ﬂ on en déduit que les endomorphismes u et v canonique-
ment associés a @ (L) et @(A) vérifient u™ =v* =idget uov = {(vou).

» D’apres la partie 1, on peut donc trouver une base B telle que Matg(u) = A et Matg(u) = L.
Notons P = Pe_,g € GL,,(C). On a alors

@(A) =Mate(u) = P Matg(u) P~ = PAP™' et deméme,  @(Z)=PIP.
(b) En déduire qu’il existe P € GL,,(C) tel que ¢ = Y¥p.

» La question précédente montre que ¢ et Wp coincident sur la famille (2, A).

» Comme il s’agit de deux morphismes d’algebres, on en déduit que, pour tous k,p € [0,n — 1],

¢ (278%) = o(Z)Po(A)F = Vp(Z)Wp(A)" = Wp(ZPAY).

1. Ou, de maniere plus chic, comme Mate : £L(E) — M, (C) est un isomorphisme d’algebres...
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» Autrement dit, @ et Wp coincident sur la base F. Comme il s’agit notamment de deux applica-
tions linéaires, on en déduit que @ = Wp par prolongement des identités.

Remarque. On a en fait utilisé, sans le dire, un « prolongement des identités » pour passer de L et
A a la sous-algebre que ces deux matrices engendrent, c’est-a-dire M,, (C) tout entiere.

11. En déduire que tout endomorphisme de la C-algebre M, (C) est un automorphisme.
11 suffit de remarquer que Wp est un automorphisme, d'inverse W' = Wp ...
12. Déterminer les endomorphismes de la C-algebre £(E).

On va raisonner par « transfert de structure ».
Soit B une base de E, qui fournit un isomorphisme © = Matg : L(E) — My (C).

Soit @ un endomorphisme de £(E). Par composition, ' = 0o@o 0" est un endomorphisme de My (C),
donc il existe P € GL,,(C) telle que @' = Wp.

Si l'on note w = 0~ (P), cest-a-dire l'endomorphisme associé a P dans la base B (qui est un automor-
phisme, par inversibilité) de P, on a, pour tout endomorphisme w € L(E),

0(e(w)) = @’ (8(w)) =PO(W)P" =0(w)0(w)0(u) ' =0(uowou '),

ce qui montre Yw € L(E), @(w) = uowou™' : 'endomorphisme ¢ est l'automorphisme de conjugaison
par w € GL(E), ce qui est I'analogue pour les applications linéaires du théoréme de Skolem-Noether pour
M, (C).

Remarque. Le méme théoreme est en fait vrai pour My (K), pour un corps K quelconque, alors que notre
démonstration ne s’adapte qu’aux corps K possédant n racines de I'unité distinctes.

Le « vrai » théoreme de Skolem-Noether est encore plus général, puisqu’il s’adapte a une généralisation des
algebres de matrices que I'on appelle les algébres centrales simples.
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