Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 20 mai 2022

DM 21 : deux grands classiques [corrigé]

Probléme A. Wallis, Stirling, Gauss.
Partie I. Intégrales de Wallis.

/2
Pour tout n € N, on définit W,, = J cos™tdt.
0

1. Calculer W, et W;.

/2 T /2 2
dt = 5 et W, :J costdt = [sint]zo =1

OnaWozj
0

0

2. Montrer que la suite (Wy )nen est décroissante, a valeurs > 0.

Soitn € N.
i
Pour tout t € [O, ﬂ, ona0 < cost < 1,donc cos™ t < cos™t.

Par croissance de l'intégrale, il vient 0 < W1 < Wy, ce qui conclut.

3. Pour n € N*, donner une relation entre W, ;1 et W,,_;.

En déduire que la suite (n W, Wy,_;) est constante.

neN*
Soit n € N*,

» Ona

/2 /2
Wiy = J cos™ ! tdt = [sint cos™ t]iz é + nJ sint cos™ ' tdt (sin et cos™ sont C')

0 0
=1—cos? t

/2
cos™ ' tdt — nJ cos™ 't dt (carn > 0)
0

/2
:0+nJ
0

=nW,_ 1 —nWq.

Onendéduit (mn+ 1)W1 =nW,_;.

» On aalors (n + 1)W1 Wy = nW, 1 Wy, ce qui montre que la suite (an Wn,1)neN* est
constante.
, M ; T . L. i
4. Montrer Vn € N*, nri2 <nWj < 5 et en déduire un équivalent simple de (Wn )nen.

. . ’s
» La suite constante de la question précédente vaut constamment 1 x W1 x Wy =

z.
Soit n € N*. On a, par décroissance de la suite (Wn )nen,
nom n 2 (i
—— 3 < — 1T1Wn+1 Wi <mWL <mW, W, = 7"

N PR T . T . .
» D’apres le théoreme des gendarmes, on a "£W2 ———— =, ce qui donne W2~  ——, puis enfin
notoo 2 n—+oo 2n

7T

n_ -~ .
n—-+oo ZTL
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Partie II. Formule de Stirling.

nle™
On pose (Un)nen = ( n+1> .
n- 2/ neN*

5. (a) Déterminer un équivalent de la suite (ln ( tn >) .
n>2

oz 3
1 1\ 1 1 1 1 _
- _<1+<2_2)n+<3_4)n2+0(n 2)>

Un 1
donc In (%—1 > Tl T2

n
1
(b) En admettant — on I’a montré en TD — que la suite <Z k2> converge, montrer que
neN*

k=1
(Un)nen+ converge vers une limite ¢ > 0.

Un
Un—1

» Comme la suite <ln ( )) = (Inun — Inwy 1), o est équivalente a la suite stric-
neN*

=3 , elle est elle méme < 0 a partir d’un certain rang. Cela montre
12n neN*

que (Inun)nen décroit a partir d'un certain rang.

tement négative (—

» Par ailleurs, comme Inu,, —Inw,_1 = ~ Tz + o(n_z), ona
n

1 11

Inu, —Inu + === L
e 1T T 12

n—+oo 12n2’

o(n™?)

ce qui montre que cette suite est strictement positive a partir d'un certain rang ny.
En sommant, il vient, pour tout n > ny,

n n
1
Inu, —Inu,, = Z (Inuw —Inu_q1) > — Z 2
k=no+1 k=no+1

n
. 1
On en déduit Inu, > Inu,, — g el
k=no+1
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n
. . 1 .
La suite (Inuy)n>, est donc minorée par | Inwn, — E e , qui est convergente, car

k=nop+1 n>2

n

1 L

égale a (— Z k2> a une constante additive pres.
k=1 n>2

» D’apres le théoreme de la limite monotone, la suite (Inuy ), o converge donc vers une certaine
limite A € R.

Par continuité de l'exponentielle, W, —— e >0, ce qui conclut.
n—-+o0o

2
6. Pour n € N, exprimer W;,, en fonction de < T?) .

La relation de récurrence obtenue plus haut donne

2n—1
WZn = TWZTL—Z
n

_2n—12n—3

- 2n 2n-2 m—4
_m-12-3 3
T 2n -2 4
_2n—12n—3 31
T 2n In-2 42

B (2n)! T
T (2n)2(2n—2)2---42x222

2n)! = 1 n
= omnz2 A\ )T

7. Montrer la formule de Stirling : n!  ~ 2mn (E>n.
n—-+oo e

. 1 |
» D’une part, I"équivalent obtenu plus haut montre Wo,,  ~ \/ =

n—-+oo E
. L L 1
» D’autre part, comme la question précédente donne I'équivalent n! ~ tn""2e ", ona
n—-+oo
1 1 1
W 1 <2n> (2n)! ¢(2n)tze 122y ity g 2n
M= 5o = S 2 I i pantl g
22n+ n 22n+1 1 n—+4o00 22n+1 (fnn+%e*n> g 22n+1 2n+1 o—2n
s
{v2n
T A ¢ T .
Onendéduit =/ — ~ ——=, cequidonnel ~ 2m, ouencorel = V2.
2V nnotoo (4/2n n—+00
5o 1 . 1 n\n
L'équivalent n! ~ n""2Ze "seréécritdoncn! ~ V2rn"IZe ™ =+2mn (—) :
n—-+oo n—-+oo e
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Partie III. Intégrale de Gauss.

On définit une fonction @ : Ry — R en posant, pour tout x > 0, ®(x) =

2\ " 2 2\ "
8. Montrer Vn € N*,Vt € [0,v/n], <1 — n) <e U K <1 + n> .

Par concavité du logarithme, on a Vx € ]—1, 4o0[,In(1 4+ x) < x.

Soitne N'ett € [0, \/T_L] Les inégalités étant évidentes (0 < e™™ < 27™) pour t = \/n, on va méme
2

supposer t € [0,v/n], si bien que % € [0,1[.

(=5) —oo(wn (1))

n
2\ 2
et (1+t> :exp<—nln<1+t)>
n
> ex —nﬁ —e ¥
> exp =

9. Montrer Vn € N*, y/n W11 < @(vn) < vV Wi,

La question précédente et la croissance de l'intégrale donnent

n n

0 0

Par ailleurs,

Vi 2\ " 1
J <1—> dt=+vn| (1 —u?)"du

0 n JO
rt/2
=vn (1 —sin?8)™ cos 0 do
JOo
rt/2
=vn cos”™19d0 = v Wona
JO

\/TT_ tz -n r"l
et J (1 + ) dt=vn| (1+u>)™du
JO

/4
(1 +tan?0) ™ (1 + tan® 0) dO
JO

rt/4 1

=4/n —————d6
Jo (1 +tanZ@)n!
rt/4

cos™™ 20 do

JO

rt/2

cos™20d0 = v/nWin_s.
JO
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(concavité de In et croissance de exp)

(concavité de In et décroissance de x — e *)

vn n v o
J (1—t2> dtg@(ﬁ)g[ <1+t2> dt.

t=vnu ]
dt =v/ndu
u— yvnuest C'|

u=-sinb
du = cos 0 do
sin est C!

t= \/ﬁu
dt =v/ndu
u vnuest C' |
u=tan0 i
du = (1+tan’0) do
tan est C!

1
(car tan’ = ol = 1+ tan?)



+00

10. Montrer @ (x) T \/j, ce que 1’on notera plus tard J et dt =
X oo 0

S

» La fonction © est clairement positive et croissante.
D’apres le théoréme de la limite monotone @ (x) —+> Y € Ry U{+oo}.
X—+00

Par composition, ®(y/n) —— vy

n—+oo
) L. T 1 /m
» Par ailleurs, I'équivalent Wy, ~ —donneWony1 ~ Wi o ~ —4/—, etdonc
i1 0L
VWi —— v et VnWoy ) —— £
n—otoo 2 n—+oo 2

» D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit ®(y/n) ——— ~—.

.. . ., < g-
Par unicité de la limite, onay = \ZF' c’est-a-dire ®(x) ——— ~—.
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Probléme B. Irrationalité : méthode de Niven (1947) et Parks (1986).
Dans tout le probleme, on fixe un nombre ¢ > 0.
» On définit Pe = {Q € RIX] ]\ﬂ< e N,Q¥(0) e ZetQW(c) € Z}.
» Une suite de fonctions (@n )nen lisses sur le segment [0, c] est dite de Niven si
(PT,H-] = Pn
VneN < pn(0) €Z
on(c) € Z.

» f e C>([0,c]) est dite nivénienne s’il existe une suite de Niven (@n)nen telle que @g = f.

Partie I. Préliminaires.

aTl
1. Montrer Va € R, — 0.

n! n—+oo

at| _la[*
» Comme, pourtoutn € Nyona |—| = —
n! n!

le résultat pour a > 0, que l'on fixe dans la suite.

et que le résultat est évident si a = O, il suffit de montrer

» Soit b > a. On a, pour tout entiern > b,

bt nl b

—_— = <
MmM+DbY n+1 <1

n
ce qui montre que la suite positive (’> est décroissante a partir d'un certain rang, et donc
n!
neN

bornée.

a™ a\n b" a\n .ooat
» Onaalors, pour toutn € N, — = (—) — =0 ((—) ) = o(1), c'est-a-dire — ——— 0.
n! b n! b n! no+oo

2. Soit f,g € C°([0, ¢]). Montrer

C n
J fe) 9T g 0
0 n! n—-+oo
, go" ..
» Notonsh, :t— f(t) o Uintégrande.
glt)"

Pour tout t € [0,c], ona |f(t)

> n
g HfHOO ”gH'oo, Clest-ﬂ\l-di?’e thHoo g HfHoo ”gH'OO
n. n

n!

n
D’apres la question précédente, ||f|| oo HQJ'OO —— 0, donc la suite de fonctions (hn)nen converge

n—+00
uniformément vers la fonction nulle.
¢

» Par controle uniforme, on en déduit J

hn, —— 0, ce qui était demandé.
0 n—-+oo

3. Montrer que P est un sous-anneau de R[X] stable par dérivation.

» llest clair que 1 € P, et que P est stable par soustraction (par linéarité de la dérivation).
» Soit P,Q € P.. On a, pour tout t € {0,c}et tout n € N,

e =Y (1) PHmQ N ez,
k207 €z €Z
S

ce qui montre PQ € Pe.
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» La stabilité par dérivation est claire car, pour tout P € P, tout n € Net tout t € {0,c}, ona
(P ™M) =P (1) € Z.

n

4. Soit P € P, tel que P(0) = P(c) = 0. Montrer ¥n € N, % e P..

mn
Pour tout n € N, on note A(n) l'assertion « — € Pe. »
n!

Montrons Yn € N; A(n) par récurrence.

P° . .
Initialisation. Ona o 1, qui est clairement un élément de P...

Hérédité. Soit n € N tel que A(n). Montrons A(n+1).
n+1

Le polynome j @ pour dérivée

(n+1)
Pn-H ! , Pn
<(n+1)> e

P" pntl !
D’apres3, on a P’ € P.. Comme — € P, d’apres A(n), on en déduit € Pe.
n! (m+1)!

n+1

(n)
)!) (t) € Z.

On en déduit Yn € N*,Vt € {0, c}, ((n—H

c p l Pn+1 Pn+1 bi Pn+1 P
omme, danslecasn =0, 0n a <(n+1)') (0) = <(n+])'> (0)=0,0na 1enm € Fe,

ce qui montre A(n + 1), et conclut.

5. Dans cette question, on suppose ¢ € Q. Montrer qu’il existe un polyndme Q € P, de degré 2 tel
que Q(0) =Q(c) =0et Vx €]0,c[,Q(x) > 0.

Puisque c est rationnel, on peut trouver p € Z et q € N* tels que ¢ =

o |3

On vérifie alors sans difficulté que Q = X(qX — p) vérifie les propriétés demandées. Notamment, il
appartient a P parce que :

» Q(0) =Q(c)=0€Z;
» Q' =2qX—puovaut —p € ZenOetp € Zenc;
» Q" =2quvaut 2q € ZenOetenc;

» les dérivées ultérieures de Q sont nulles, donc elles prennent partout des valeurs entiéres.
6. Déterminer P, sic & Q.

Supposons ¢ ¢ Q.
» Soit Q = aX + b un polynome de degré 1 appartenant a P.. On a donc a # 0.

e Les coefficients a = Q'(0) et b = Q(0) sont des entiers.
Qc)—b
a

e La valeur Q(c) = ac + b est entiere, donc ¢ = € Q, ce qui constitue une contradic-

tion.

L’anneau P. ne contient donc aucun élément de degré 1.

» Puisqu’il est stable par dérivation, il ne contient aucun élément de degré > 1, parce que si P € P,
était de degré d > 1, on aurait pld-1 ¢ P, de degré 1, ce qui constitue une contradiction.

» Ainsi, les éléments de P. sont exactement les polyndmes constants dont la valeur est entiere.
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Partie II. Irrationalité.

7. Trouver ¢ > 0 tel que la restriction de exp au segment [0, c] soit nivénienne.

Si ¢ = In2 (ou le logarithme d’un entier > 2, plus généralement), on voit immédiatement que la suite
constante (exp),, .y est de Niven, et donc que exp est nivénienne.

C

8. Soit f € C*°([0, c]) une fonction nivénienne. Montrer VQ &€ ?C’J’ f(t) Q(t) dt € Z.
0

On va montrer ce résultat par récurrence sur le degré du polynome. Plus précisément, pour tout d € N,
notons B(d) 'assertion

Cc
VQ € P.,Vg € N;,degQ < d = J g(t) Q(t) dt € Z,
0
oit 'on a noté N I'ensemble des fonctions nivéniennes.

Montrons Vd € N, B(d) par récurrence, ce qui montrera I'énoncé demandé (pour toute fonction nivé-
nienne g).
Initialisation. Soit Q € P. et g € N¢. On suppose deg Q < 0, c’est-a-dire Q = 0.

C

OnadoncJ gQ=0¢€Z
0

Hérédité. Soit d € N tel que B(d). Montrons B(d + 1).
Soit Q € P et g € Ne. On suppose deg Q < d + 1, c’est-a-dire deg Q < d.
Le point-clef est qu’alors Q" est un polynéme de degré —oo ou degQ — 1, donc on a degQ’ < d:
on va pouvoir lui appliquer I'hypothése de récurrence.

Soit g € Nc. On peut donc trouver une suite de Niven (@n)nen telle que @y = g. La suite
(@n+1)nen est alors clairement de Niven, donc G = @7 est une fonction nivénienne, qui est par
ailleurs une primitive de g. On a alors

ch(t)Q(t) dt 2 [G(H) Q) — J "GIQ(t)dt. (Gett - Q'(¢) sont de classe C')
0 0

Le terme tout intégré vaut G(c)Q(c) — G(0)Q(0). Comme Q € P. et G € N, tous les termes
apparaissant dans cette formule sont entiers, donc [G(t) Q(t)];_, € Z.

Par ailleurs, on peut appliquer B(d) a Q" € P, (qui est tel que degQ’ < d, comme on I'a dit) et
G € N, : on obtient J G(t)Q'(t) dt € Z.
0

C
Par différence, on a donc que J g(t) Q(t) dt € Z, ce qui montre B(d + 1), et clot la récurrence.
0

9. Déduire de tout ce qui précede le théoréme de Niven-Parks : si ¢ > 0 est rationnel, alors la seule
fonction nivénienne f : [0, c] — R a valeurs positives est la fonction nulle.

Supposons c rationnel. Soit f : [0, c] — R une fonction nivénienne i valeurs positives.

D’apres la question 5], on peut trouver dans P, un polynome Q de degré 2, nul en 0 et en c, et prenant
des valeurs > 0 sur 10, cl.
n

D’apres la question |4, tous les polynomes de la suite Q appartiennent a P.
n! neN

[0 2"
0 n:

dt € Z.

En particulier, on a, d'apres la question vn e N,

M 4 0.

n! n—+o00

C
Or, d’apres la question on sait que J f(t) Q
0
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10.

. L , 1 1
On peut donc trouver un N € N a partir duquel cette intégrale est comprise entre —3 et =. Comme elle

2
. C t N
est entiere, cela montre que J f(t) Ql(\T') dt =0.
0 .
Puisque f et Q sont des fonctions continues et positives, il en va de méme de 'intégrande de cette inté-
. oy . , t)N
grale. Par stricte positivité de 'intégrale, on en déduit que V't € [0,c], f(t) Ql(\ﬂ) =0.

Comme le polyndme Q prend des valeurs > O sur l'intervalle 10, c|, il en va de méme de sa puissance
N-iéme. On en déduit V't € 10, c[, f(t) = 0.
Comme )0, c[ est dense dans (0, c], on en déduit f = 0, par prolongement des identités (version continue).

(@) i. Montrer que In(2) € Q.

On a vu a la question [/|que (exp)nen était une suite de Niven dans le cas ¢ = In 2.

On en déduit que exp : [0,c] — R est une fonction nivénienne, et elle est clairement positive
et non nulle.

D’apres la contraposée du théoreme de Niven-Parks, on en déduit que In2 ¢ Q.

ii. Soit r > 0 un nombre rationnel. Montrer que In(r) € Q.

Soit p, q € N* tels que r = %

La fonction f : x — qe” est alors égale a sa propre dérivée, et vérifie
fl0)=qeZ et f(Int) =qr=p € Z.

On en déduit donc que la suite constante (f)nen est de Niven, et donc que f : [0,In7] — R est
nivénienne.

Comme elle est clairement positive et non nulle, la contraposée du théoréme de Niven-Parks
montre que InT ¢ Q.

iii. Montrer que e ¢ Q.

Supposons par 'absurde que e € Q. D’apres la question précédente, on en déduit quelne ¢ Q.
Comme Ine =1, c’est absurde.

On en déduit donc e ¢ Q.
(b) Montrer que 7 & Q.

Pour n € N, on définit la fonction

B (=1)%/? sin si k pair
o= (—1)D2cos ik impair.
Si l'on prend ¢ = m, on vérifie facilement que (@n)nen est de Niven et donc que la fonction
@ = sin : [0, 1] — R est nivénienne.

Comme elle est positive et non nulle, on en déduit que 7t ¢ Q, toujours d’apres la contraposée du
théoréeme de Niven-Parks.

(c) Montrer que arccos <§> Z Q.

3 3
Le nombre arccos <5> est 'unique élément de [0, 7] dont le cosinus vaille 5

3
En particulier, s = sin (arccos <5>> est un nombre positif tel que

s> =1 —cos? | arccos 3 —]—ﬁ—ﬂ_f
B 5)) ' T2 T T T
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Comme s > 0, on en déduit s = %

Si l'on reprend la suite de fonctions (@n)nen de la question précédente, on a les appartenances
vn e N, pn(c) € {i;,ig}. Ainsi, Vn € N,5¢,(c) € Z.

Les autres propriétés étant héritées directement des propriétés correspondantes de (@n)nen, 01 en

o . . . 3
déduit immédiatement que la suite (5¢n), oy est de Niven pour ¢ = arccos ) et donc que la

. . 3 o
fonction 5sin : [O, arccos (5)} — R est nivénienne.

Cette fonction étant positive et non nulle, la contraposée du théoreme de Niven-Parks montre que

arccos (i) ¢ Q.
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