Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 25 septembre 2021

Premiére composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1
Soit a € ]0, 1[. Montrer

m=>2,(1—a)" < ]

T+na
Pour tout n > 2, on note P(n) l'assertion
1T—a)" < ]
1+na’
Montrons Yn > 2,P(n) par récurrence (simple).
e Tio g 2 1
Initialisation. Montrons que (1 —a)” < .Ona
1+ 2a
1 1—(1+2a)(1—a)?
_(]_a)zz ( + Cl)( Cl)
1+ 2a 1+ 2a
_1—(1—2a+a?+2a—4a*+2d%)
B 1+ 2a
B 3a% —2a’
- 1+2a
B aZ(3 —2a)
14 2a

Or, puisque a € 10, 1], les trois nombres a?, 3 —2a et 14 2a sont strictement positifs, donc la différence
est strictement positive, ce qui montre P(2).

Hérédité. Soit n > 2 tel que P(n).
Ona

1—a

A—a™=(-a)1-a"< e

en multipliant 'inégalité P(n) de part et d’autre par 1 — a, qui est bien > 0.

Pour conclure, il suffirait donc de démontrer que <
ff q T4+na " 1T+Mn+1a

. Calculons donc la différence

1 C(I=a) T14na—(0-a)(+Mn+Ta) (n+1)a? =0
T+(n+Na T4+na (1T+na)(T+ (n+1)a) (T +na)(T+n+1a) ’
Omn a donc | |
(- < =

1+ na <7 +m+1)a’

ce qui montre P(n.+ 1), et clot la récurrence.
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Exercice 2
Soit Vi = {(x,y,z) e R? Xx+y+z= 0} et Vy ={(t,2t,3t) |t € R}.
Montrer que tout élément de R3 s’écrit, de maniere unique, comme somme d’'un élément de Vj et
d’un élément de V;.
Soit w = (a,b,c) € R3. Montrons qu’il existe un unique couple (vi,v2) € Vi x V, tel que w = v + v;.
On proceéde par analyse et synthése.
Analyse. Soit (vi,v2) € Vi x V, tel que vi +vy =w.

Notons vi = (x, Yy, z). Par définition de Vi, onax+y+z=0.
Par définition de v,, on peut trouver t € R tel que v, = (t, 2t, 3t).

x+t=a
L’égalité vi 4+ v, = w donne les égalités < y +2t=">
z+3t=c.
o , a+b+c
En sommant les trois égalités, on obtient x +y +z+(t+2t+3t) =a+b+c, donct = ——.
-2 6

=0
On en déduit

a+b+c a+b+c a+b+c 5a—b—c¢c 2b—a—c ¢c—a—>
V) = 6 ) 3 ) 2 €t\11:W—\)2: 6 ) 3 ) 2 .

Synthese. Réciproquement, posons

i 5a—b—c 2b—a—c c—a—"> ot vr — a+b+c a+b+c a+b+c
1= 6 ) 3 ) 2 2 = 6 ) 3 ) 2 .
5a—-b—-¢ 2b—a—-c¢c c¢c—a—-b ((5-2—-3)a+(-1+4—-3)b+(-1—-2+3)c
+ + = =
6 3 2 6
donc vy € Vj.

» Ona 0,

a+b+c 2a—i—b—i—c 3a+b+c
6 ’ 6 ’ 6

» L'écriture vy = ( > montre v, € Vs.

» Ona

Vi vy = 5a—b—c+a+b+c 2b—a—c+a—|—b+c c—a—b+a—|—b—|—c — (a,b.c)
IR 6 6 ' 3 3 2 2 R

On a donc bien (v1,v2) € V1 x Vet vi +v2 =w, ce qui conclut.
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Exercice 3

1. Question de cours. Soit f : E — Fet g : F — G deux applications. Compléter et démontrer les
propositions suivantes :

» sigo festinjective, alors[...];

» si g o f est surjective, alors [...].

» Si g o fest injective, alors f est injective.
Supposons g o f injective, et soit x1,x, € E tels que f(x1) = f(x2).
En appliquant g, il vient g(f(x1)) = g(f(x2)), c’est-a-dire (g o f)(x1) = (g o f)(x2).
Par injectivité de g o f, on en déduit x; = x2, ce qui conclut.
» Si g o f est surjective, alors g est surjective.
Supposons g o f surjective, et soit z € G.
Par surjectivité de g o f, on peut trouver x € E tel que (g o f)(x) = z, c’est-a-dire g(f(x)) = z.
On a donc trouvé un g-antécédent a z, a savoir f(x) € F, ce qui conclut.

2. Choisir (intelligemment, mais sans justification) un codomaine E pour I'application h ci-dessus,
puis montrer que h est bien définie, puis qu’elle est bijective, et donner sa réciproque :

h- R+—> E
Ux = In(l+ VX).

On choisit E = R5.
» o Déja, pour tout x € Ry, ona/x > 0,donc 1+ /x = 1> 0, et le logarithme est bien défini.

e Dar ailleurs, pour tout x € Ry, la croissance du logarithme entraine In(1 + v/x) > In(1) =0,
donc le codomaine R est bien adapté a la formule.
L’application h est donc bien définie.
» Nous allons du méme coup montrer que h est bijective et donner I'expression de sa réciproque.
Soity € R..
Nous allons déterminer les h-antécédents de y, c’est-a-dire résoudre I'équation h(x) =y, d’incon-
nue x € Ry. Soit x € Ry. On a la chaine d’équivalences

h(x) =y & In(1+vx) =y
E1+vx=¢eY car exp : R — R est la réciproque de In : R}, — R
EVx=el—1

Sx=+vey—1, car /- : Ry — R est la réciproque de {H%” : %}“ etedy—1>0

ety a donc un unique antécédent : /ey — 1.

Ry — R
.. . L. -1 + +
Cela montre que h est bijective et que sa réciproque est h™ ' : { y Ve —T.
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Probléme. Autour de la syndéticité.

1. Soit f : N — N une injection et A C N. Montrer f[f[A]] = A.

On procede par double inclusion.
» Soit x € £ '[f[A]]. On a donc f(x) € f[A].
On peut donc trouver a € A tel que f(x) = f(a).
Par injectivité, on a x = a, donc x € A.

» Réciproquement, soit a € A.
On a clairement f(a) € f[A], ce qui montre que a € fFIA].

2. Soit f : N — N une bijection. Montrer que, pour tout ensemble A C N, ona f[N\ A] = N\ f[A].
Soit A C N. Montrons f[N\ A] = N\ f[A].
On procede par double inclusion.
e Soity € f[N\ Al. On peut trouver x € N\ A tel que f(x) = y.
Montronsy € N\ f[A], c’est-a-dire que y & f[Al.

Procédons par 'absurde : supposons que y € f[A]. On peut alors trouver a € A tel quey = f(a).
Par injectivité de f,onax = a. Or,x ¢ A et a € A, donc on aboutit a une contradiction.
* Réciproquement, soit y € N\ f[A]. Montrons y € f[N'\ Al.
Puisque f est surjective, on peut trouver x € N tel que y = f(x).
On a nécessairement x ¢ A. En effet, six € A, onay € f[Al, ce qui est exclu.
Ainsi, x € N\ A, doncy = f(x) € fIN\ Al.

Partie I. Ensembles syndétiques.

Soit A C N un ensemble d’entiers naturels.

» Soit £ € N*. On dit que A est {-syndétique si
vk e NJAN[k,k+€—1] # 2.

» On dit que A est syndétique s’il est {-syndétique pour un certain ¢, c’est-a-dire si

W eN:VkeN ANk k+L—1] # 2.

3. (a) Quelles sont les parties de N qui sont 1-syndétiques ?
On va montrer que la seule partie de N qui soit 1-syndétique est N lui-méme.
Sens direct. Soit B € P(N) une partie 1-syndétique. Montrons B = N par double inclusion.

» Puisque B € P(N),onadéjaB C N.
» Réciproquement, montrons N C B.
Soitk € N.
Par 1-syndéticité de B, on sait que BN [k, k + 1 —1] # @.
On peut donc trouver by € B tel que k < by < k, ce qui montre by = k.
On a donc k € B, ce qui conclut la démonstration de I'inclusion N C B.

On a donc bien B = N.
Sens réciproque. Réciproquement, montrons que N est un ensemble 1-syndétique.

» 1l est déja clair que N est une partie de N.
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» Soitk € N.Ona
NNlkk+1-1]=Nn{k}={k} # 2.
Cela montre que N est 1-syndétique, et conclut.

(b) Soit ¢ € N*.
Construire un exemple de partie A C N qui soit (£ + 1)-syndétique, mais pas {-syndétique.
Soit A=(neNn>={({+1,0+2,...}.
» Montrons que A est ({ 4 1)-syndétique.
Soitk € N.
Commek >20,onak+0=k+{+1)—1>{etdonck+{eA.
Cela montre que k+€ € AN[k,k+ (£+1)—1] et donc que ANk, k+({+1)—1] # .
L’ensemble A est donc (£ + 1)-syndétique.
» Montrons que A n’est pas L-syndétique, c’est-a-dire Ik e N: AN [k, k+¢—1] = 2.
Candidat : k = 0.
e Onabien0 € N.

o Tous les éléments de [0,0 4+ ¢ — 1] sont < { — 1, c’est-a-dire < {, et n’appartiennent donc
pas a A.

Autrement dit, AN [0,0 + € — 1] = &, ce qui conclut.

4. (a) Onnote P C N1'ensemble des entiers naturels pairs.
Montrer que P est syndétique.

On va montrer que P est 2-syndétique.
Soitk € N.
L'intervalle entier [k, k 4+ 2 — 1] est simplement la paire {k,k + 1}.
o Sikestpair,onadonck € PN [k, k+2—1].

o Si k est impair, alors k + 1 est pair et on a donc k + 1 € P N [k, k + 2 — 11, ce qui montre
quePNk,k+2—-1] # 2.

Dans les deux cas, on a P N [k, k + 2 — 1] # @, ce qui conclut.

(b) On note Q = {nz ‘ neN } I'ensemble des carrés parfaits.
Montrer que Q n’est pas syndétique.

On doit montrer que Q n’est pas syndétique, c’est-a-dire que
Vee N, FkeN: QN [k, k+(—-1] = 2.
Soit £ € N*. Montrons 3k e N: QN [k, k+£—1] = @.
Candidat :E]k =02 4+1.
» Onabien ® +1¢cN.

» Montrons (par I'absurde) que Q N [e? + 1,€2 +14+0—-1] =2.
Supposons donc (par I'absurde) qu’il existe un élément qo € Q N [¢* + 1, ¢ 4 ].

1. Le raisonnement est le suivant : il y a dans ’ensemble Q des « trous » de plus en plus grands, parce que 1’écart entre
deux carrés parfaits consécutifs (disons, entre le r-ieme et le (v + 1)-iéme) est (r + 1) —1% = 2r + 1. On va donc pouvoir
trouver un « grand » intervalle entier disjoint de Q en commengant juste aprés un « grand » carré parfait. On pourrait
chercher a optimiser, pour que cet intervalle entier soit précisément le « trou » entre deux carrés parfaits consécutifs, mais
on peut aussi étre un peu fainéant et se dire que, comme 2¢ + 1 > ¢, caler l'intervalle juste apres le {-iéme carré parfait a
l'air de convenir.
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o Comme qo € Q, on peut trouver n € N tel que qo = n?.

o Onal'encadrement (> +1 < qo = n? <P+ L
Commeonat>* < C+lett>+0<C+20+1=(L+1)? on peut déduire de cet
encadrement un encadrement strict

C<n®<(t+1)>%

Par stricte croissance de la fonction /- (et comme tous les nombres en présence sont posi-
tifs), on en déduit

L<n<{+1.

On a donc trouvé un entier strictement compris entre deux entiers consécutifs, ce qui donne
la contradiction souhaitée.

On a donc montré QN>+ 1, +1+0—1] =g, ce qui conclut.

5. Soit A et F deux parties de N. On suppose A syndétique et F finie.
Montrer que A \ F est encore syndétique.

Puisque A est syndétique, on peut trouver £ € N* tel que A soit (-syndétique.
Comme F est fini, on peut trouver n € N tel que F C [0,n]. En effet,

» si F est vide, n = 0 convient ;

» si F n’est pas vide, il admet un maximum et n = maxF convient.
Montrons qu’alors B est ({ +n + 1)-syndétique.
Soitk € N.

Par L-syndéticité de A (appliquée a 'entier k +n+ 1), ona AN[k+n+ 1, k+n+{] # 2.
On peut donc trouver ap € AN[k+n+1,k+n+{].
Montrons que ap € (A\ F) N[k, k+n+ .

e Onadéja ay € A, par construction.
e Onaap>k+n+1>2n+1,donc ayg >n,donc ay € F.
e Onaaqy€lk+n+1,k+n+{], doncap € [k,k+n+£].

On a donc bien ap € (A\F) N[k, k+n+1{], et donc (A\F) N[k, k+n+1{] # &, ce qui conclut.

6. Donner un exemple d’ensemble A C N tel que ni A, ni N\ A ne soit syndétique.

L’idée est de découper I'ensemble des entiers en intervalles de plus en plus longs.

1 3 5 7 9

o0'1 2 3'4 5 6 7 8'9 10 11 12 13 14 15'16 17 18 19 20 21 22

On va alors rassembler un intervalle sur deux dans un ensemble A, si bien que son complémentaire N\ A
rassemblera les autres. On verra alors que ni A, ni N\ A n’est syndétique.

Notons ainsi A = U [(2p)?, (2p +1)* — 1] =1{0,4,5,6,7,8,16,17,18,19,20,21,22,23,24,...}.
peN

00000000000000000000000000000000000000000000000000000000O00OOOOO0OCEGGGCIOCSICIONSONNOGOOOS"- - -

Montrons maintenant que ni A, ni N\ A n’est syndétique.
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» Montrons que A n’est pas syndétique, c’est-a-dire V¢ € N*,Fk e N: An[k,k+{—1] = 2.
Soit £ € N*. Montrons 3k e N: ANk, k+{—1] = @.
Candidat : k = (20 + 1)~
e Onabienk e N.,
e Montrons AN [k,k+{—1] = @.
Soitp € N.
> Sip<lonap+1)2—1<(2p+1)?< 2L+ 1) =X, donc

[(2p)%, (2p + 1) = 1IN [k, k+¢—1] = 2.
> Sip>Lonap =L+ 1,donc2p > 20+ 2. On en déduit

(2p)? = (2e+1) +1)°
> (20412 +40+3
> (20412 +0—T=k+(—1,

ce qui montre que [[(Zp)z, (2p + H2—=11n k,k+£¢—1] = @.
On a donc montré Vp € N, [[(Zp)z, (2p + 2 =110k k+€—1] = @. On en déduit que

peN

Anlkk+e—1] = (U[[(Zp)z, (2p—|—1)21]]) NIk k+e—1]

= U (1@m? @p + 2= 10 Ik k+ 0~ 11)

ce qui conclut.
» Montrons que N\ A n’est pas syndétique, c’est-a-dire V€ € N*, 3k € N : (N\A)N[k, k+L{—1] = 2.
Soit { € N*. Montrons 3k e N: (N\A)N[k,k+{—1] = @.
Candidat : k = (20)*.
e Onabienk € N.
e Montrons (N\ A)N[k,k+€—1] = 2.
Etant donné deux parties X,Y de N, on a la chaine d’équivalences

(NAX)NY=0 e VyeY,y¢(N\X)
&SvyeY,yeX
SYCX

Nous allons donc montrer [k, k + £ — 1] C A.
Onak+0—1=4C+0—1 < 42 4+40 = (204+1)>—1, donc [k, k+0—1] C [(20)?, (2¢+1)*>—1].

On en déduit [k, k +{—1] C U [[(Zp)z, (2p + 1P —11=A,ce qui conclut.
peN
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Partie II. Syndéticité et épaisseur.

Soit A C N un ensemble d’entiers naturels.
On dit que A est épais si

Ve N*, Jk e N: [k, k+€—1] C A.

7. Donner un exemple d’ensemble A C N tel que ni A, ni N\ A ne soit épais.

On note A ={2p |p € N} l'ensemble des entiers pairs. Montrons que ni A, ni N\ A n’est épais.
» Montrons que A n’est pas épais, c’est-a-dire que 3 € N* : Vk € N, [k, k+{ —1]  A.
Candidat : { = 2.
e Onabient € N*.
e Soit k € N.
L’intervalle [k, k+ € — 1] = {k, k + 1} possede deux éléments, qui sont deux entiers consécutifs.
Exactement I'un des deux est impair, donc [k, k +£—1] Z A.
» On montre exactement de la méme fagon que 'ensemble N \ A des entiers impairs n’est pas épais.

8. Soit A C N.
(a) Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A estsyndétique;
(ii) pour tout ensemble épais T, ANT # &;
(iii) le complémentaire N \ A n’est pas épais.

» On a vu dans la réponse a la question [6| qu'étant donné deux parties X et Y de N, l'assertion
Y C X équivalaita (N\X)NY = @.
Par passage a la négation, Y ¢ X équivaut a (N\ X) NY # @.
On a alors la chaine d’équivalences

N\Anonépais@non(% eN* FkeN: [kk+{—-1] gN\A)

& HeN :VkeN[kk+{—-1] ZN\A
SHeN :Vke NAN[kk+L—-1] #2
& A syndétique,
ce qui montre I'équivalence entre (i) et (iii).
» On conclura en montrant I'équivalence entre (ii) et (iii).
o Supposons (ii) et montrons (iii).
On a clairement AN (N\ A) = @.
D’apres (ii), on en déduit que N \ A ne peut pas étre épais, ce qui conclut.
o On procéde par contraposée : supposons la négation de (ii).
On peut donc trouver T C N épais tel que ANT = @. On a alors 'inclusion T C N\ A.
Montrons que N \ A est épais. Soit £ € N*.
Par épaisseur de T, on peut trouver k € N tel que T N [k, k + € — 1] soit non vide.
D’apres l'inclusion T C N\ A, on a a fortiori (N\ A) N[k, k+£€—1] # &, ce qui conclut.

(b) Enoncer sans démonstration deux assertions analogues équivalentes a « A épais ».
Mutatis mutandis, la méme démonstration qu’a la question précédente montre que les trois asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) A est épais;
(ii) pour tout ensemble syndétique S, ANS # @;
(iii) le complémentaire N\ A n’est pas syndétique.

8/[13]



Partie III. Syndéticité par morceaux et lemme de Brown (1968).

» Etant donné d,r € N*, on appelle d-chaine de longueur r la donnée de r entiers agp, aj, ..., ar_1
tels que Vi € [1,r — 1], a; — a1 € [1,d].

» Unensemble A C N d’entiers naturels est dit syndétique par morceaux s'il existe d € N* tel que A
contienne des d-chaines de toute longueur r € N*.

» Etant donné deux ensembles A,B C N,onnote A+B={a+b|ac A,becB}.

9. Soit A C N. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A estsyndétique par morceaux;
(ii) il existe d € N* tel que A + [0, d — 1] soit épais ;
(iii) il existe S C N syndétique et T C N épais tels que A =SNT.

On procede par double implication.

» Supposons A syndétique par morceaux.
On peut donc trouver d € N* tel que A contienne des d-chaines de toute longueur.
Montrons que I'ensemble A + [0, d — 11, que I'on note T pour simplifier, est épais.
Soit £ € N. On peut donc trouver une d-chaine ay, . .., a1 contenue dans A.
On souhaite montrer 7k e N: [k, k+¢—1] C T.
Candidat : k = qo.
Nous allons montrer 'inclusion [ao, ai—1] C T, puis vérifier que cette inclusion suffit a démontrer
lag, ap + ¢ —1] C T, ce qui conclura.

e Soitj € [0,0—2].
Pour tout s € [0,d — 1], ona aj + s € T, car a; € A. Cela montre [a;j,a; +d —1] C T.
Par hypothese, aj11 — a; < d, donc ajy1 —1 < aj+d—1,doit [a5,a,.1 —1] C T.
()
On en déduit l'inclusion [ap, ag_1 — 1] = U[[aj, a1 — 1 CT
=0
Comme en outre ag_1 € A C T, on a bien [ap,a¢_ 1] C T.
e Pourtoutj e [1,{—1],onaaj—aj_1 > 1.
En additionnant ces inégalités, on obtient a1 —ag > { —1,donc a1 > ap+{—1. Onen
déduit la chaine d’inclusions [ag, ap + ¢ — 1] C [ao, ag—1] C T, ce qui conclut.

» Supposons pouvoir trouver d € N* tel que A + [0,d — 1] soit épais. Notons T cet ensemble (et

remarquons que A C T).
NotonsS =AU (N\T).Ona

SNT=(ANT)U ((N\T)NT)
=AUg =A.

Pour conclure, il reste a montrer que S est syndétique. Précisément, montrons que S est d-syndétique.
Soit k € N. Montrons que SN [k, k + d — 1] # @. On distingue deux cas.

o Si(N\T)N[k,k+d—1] # @, onaafortioriSN [k, k+ d — 1] # O et on a fini.
o Supposons au contraire que (N\ T) N [k, k + d — 1] = &, c’est-a-dire [k, k +d —1] C T.

En particulier, k +d —1 € T = A+ [0,d — 1]. On peut donc trouver a € Aets € [0,d — 1]
telsquek +d—1=a+s.

Onaalorsd—1—s e [0,d—1],donca=%+d—1—s € [k,k+ d—1]. Cela montre que
AN[k,k+d—1] # &, et donc a fortiori SN [k, k+d — 1] # 2.
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» Supposons pouvoir trouver S C N syndétique et T C N épais tels que A = SN T. On peut donc
trouver £ € N tel que S soit {-syndétique.
Nous allons montrer que A est alors syndétique par morceaux. Plus précisément, on va montrer qu’il
contient des (20 — 1)- chameslde toute longueur.

Soit v € N*,
Par épaisseur de T, on peut trouver k € N tel que [k,k +1¢{—1] C T.
Soit j € [0,1 — 1]. Comme S est {-syndétique, I'intersection S N [k + j¢, k + (j + 1) — 1] est non
vide, donc on peut trouver a; € SN [k +jl, k+ (j + 1) —1].
Puisque aj € [k +jt,k+ G+ 11 C [k, k+1¢ 1] C T, onabien a; e SNT = A.
Il reste a montrer que qy, ..., ar_1 est une (2 — 1)-chaine (de longueur r).
Soitj € [1,7]. Ona
{ k+j0 < aq <k+(G+1)e—1
k+(]'—1)€<aj,1< k+ijL—1

donc (k+j) —(k+it—1)<aqj—aq1 < (k+G+1L—=1) = (k+(G—1)¢)

donc 1<ay—aj_ <201,

ce qui conclut.

10. Soit A C N syndétique par morceaux et B, C C N disjoints tels que A =BUC.
(a) Grace ala question[9] on écrit A=SNT,ouS C N est syndétique et T C N est épais.
OnnoteS = BU (S\A) etT:N\g.
MontrerquegﬂT:BetSﬂf:C.

» Ona

SNT=(BU(S\A)NT
=(BNT)U((S\A)NT)
—BuUg =B,
car B C A C T et car un hypothétique élément x € (S\ A) N'T doit appartenir a S et a T, mais
pasa A = SNT, ce qui est impossible.
» On montre I'égalité SNT = C par double inclusion.

e Soit x € SN T. On doit donc avoir x € Set x € T, c'est-a-dire x € S, ce qui signifie x ¢ B
etx €S\ A.
Commex € Setx €S\ A,onax € A=BUC. Commex & B,onax € C.

e Réciproquement, soit x € C.

> Comme x € C et que B et C sont disjoints, x ¢ B.
Commex € Cet A=BUC,onax € A, etdoncx &S\ A.
Onadoncx € BU(S\ A), donc x gg,doncxeT.

> CommeCCACS,onaxe$S
On en déduit que x € SN'T, ce qui conclut.

(b) Déduire de ce qui précéde que B ou C est syndétique par morceaux.

On distingue deux cas.

» SiSest syndétique, U'intersection B = ST est syndétique par morceaux d'apres la question @

2. Un raisonnement un peu plus précis montrerait en fait que A contient des {-chaines de toute longueur, mais on en
n’a pas besoin.
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> Si S n'est pas syndétique, son complémentaire T = N\ 'S est épais d'apres la question
L'intersection C = SN T est alors syndétique par morceaux d’apres la question

11. Lemme de Brown. Montrer que pour tout r € N* et tous Aj,...,A; C N tels que 'on ait
I'égalité N =A; U---UA,, ilexiste i € [1,r] tel que A; soit syndétique par morceaux.

Pour tout r € N*, on note P(r) I'assertion « pour tous Ay, ..., A, C Ntels quel'onait N = AjU- - -UA,,
il existe i € [1,7] tel que A; soit syndétique par morceaux. »
Montrons ¥r € N*|P(r) par récurrence.
Initialisation. Il est immédiat que N est épais, et on a vu qu’il était (1-)syndétique. D’apres la ques-
tion [9) N est syndétique par morceaux. Cela montre P(1).
Hérédité. Soit v € N* tel que P(r). Montrons P(r +1).
Soit Aty...,AryAr 1 C Ntels que l'on ait Ay U --- U A, U Aryq. Notons

A=A, Aj=Ay ..., A=A et A=A UA.,,

de telle sorte que N = Ay U --- U A].
D’apres P(r), on peut trouver i € [1,7] tel que A{ soit syndétique par morceaux. On distingue
alors deux cas.

» Sii<r, onadirectement Ay = A syndétique par morceaux.
» Sii=r,0na Al = A, UA,.; syndétique par morceaux.
Notons alors B = A1 \ A, de telle sorte que Al = A, UBet A, NB = 2.

D’apres on en déduit que A, ou B est syndétique par morceaux. On distingue encore deux
cas!

o Si A, est syndétique par morceaux, on a terminé.

o Si B est syndétique par morceaux, comme B C A1, on vérifie directement que A,y est
syndétique par morceaux (si on peut trouver d tel que B contienne des d-chaines de toute
longueur, il est clair que A, contient également des d-chaines de toute longueur).

Quel que soit le cas, on a donc trouvé i € [1,r+ 1] tel que A; soit syndétique par morceaux, ce qui
montre P(r 4 1), et clot la récurrence.

Partie IV. Bijections préservant I’épaisseur.
On note W(N) I'ensemble des bijections f : N — N telles que
dd e N*:vie N [f(i) =il < d.
12. Soit f une bijection. Montrer que f € W(N) si et seulement si 1 e W(N).

Sens direct. Supposons f € W(N). On peut donc trouver d € N* tel que Vi € N, [f(1) —i] < d.

Nous allons montrer Vj € N, ! G) — j’ < d, ce qui montrera =1 € W(N).

Soit j € N. Posons i = ! (3), si bien que j = f(i). On a alors
£76) — ] =i~ f@)] = 1F1) — 1 < 4,

ce qui conclut.

Sens réciproque. Le sens direct ayant été traité pour un élément de W(N) quelconque, on a en fait
montré Vg € W(N), g~ € W(N).
Supposons maintenant ' € W(N). En appliquant ce qui précéde a g = £, on obtient que
f=("""eW(N),ce qui conclut.
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13. Montrer que Vf1,f, € W(N), f; o f; € W(N).
Soit f1,f, € W(N). On peut donc trouver dq, d; € N* tels que

VieN,[fi(i) —il < d ()
vj € N, If2(j) —jl < da. ®

Nous allons montrer Vi € N,|(f; o f1)(1) — il < dy + da, ce qui montrera f; o f1 € W(N).
Soit i € N.
» Enappliquant (1) a i, on obtient |f1(1) —i| < dy, c'est-a-direi— d; < f1(i) <i+dy.
» Enappliquant (1) aj = f1(i), on obtient |f,(f1(1)) — f1 (1) < dy, c’est-a-dire

f1(l) —d2 < (f20f1)(1) < f1(1) + da.
En cumulant les deux encadrements, on obtient
i—di—dy < (fhof)i)<i+di+d; c’est-a-dire [(f2 0 f1)(1) — 1 < dy + da,
ce qui conclut.

14. Soit f € W(N) et A C N.
(a) Montrer que A est épais si et seulement si f[A] est épais.

» Commencons par montrer que, si f € W(N) et A C N, alors f[A] est épais.
Comme f € W(N), on peut trouver d € N* tel que l'on ait Vi € N, [f(i) — 1] < d.
Soit £ un entier.
Par épaisseur de A, on peut trouver un entier k tel que [k, k + €+ 2d — 1] C A.
Nous allons montrer [k + d, k + d + € — 1] C f[A], ce qui montrera que f[A] est épais.
Soity € [k + d,k + d + € — 1]. Par surjectivité de f, on peut trouver x € N tel que y = f(x).
D’apreés la propriété de f, on a |f(x) — x| < d, c’est-a-direy —d < x <y +d.
L'encadrement k +d <y < k+d+ € — 1donnedonc k < x < k+2d+€—1, donc
x € [k,k+2d + € — 1], donc x € A. Cela montrey € f[A].

» Le premier point montre donc que quel que soit f € W(N), si A est épais, f[A] I'est également.
Supposons réciproquement que f[A] soit épais.
En appliquant ce qui précede a I'application £~ (qui appartient encore a W(N) d’apres la ques-
tion , on obtient que f1FIA]] est épais.
D’apres la question (1}, on en déduit que A est épais, ce qui conclut la démonstration.

(b) En déduire que A est syndétique si et seulement si f[A] est syndétique.

On a la chaine d’équivalences

f[A] syndétique & N\ f[A] non épais (question
& N\ Al non épais (question
& N\ A non épais (question
& A syndétique. (question

15. Construire une bijection f : N — N telle que f ¢ W(N) et VA € P(N), A épais & f[A] épais.

Pour cette question difficile, on va se contenter de présenter un exemple, en esquissant les grandes lignes
de la démonstration.

OnnoteP ={2"|n € N}
Lemme. Quel que soit T C N épais, alors T \ P est épais.

Démonstration du lemme. Soit £ € N. On peut trouver k € N tel que 2 > { (donc 2% —1 > 0).
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» Déja, remarquons que l'ensemble T = {t eT ‘ t> Zk} est encore épais (en suivant les mémes idées
que dans la question D).
Soit r € N*.
Par épaisseur de T, on peut trouver un intervalle entier 1 de cardinal v + 2% inclus dans T.

On vérifie alors que 1, = {i el ‘ i> Zk} est un intervalle entier de cardinal > v, inclus dans T,
ce qui clot la preuve de I'épaisseur de T-.

» Par épaisseur de T, on peut trouver un intervalle entier | de cardinal 20 + 1 dans T .
On distingue alors trois cas.

o SiJ et P sont disjoints, on a trouvé un intervalle entier ] de cardinal 2+ 1 dans T4 \P C T\ P.

o Si l'intersection ] N P est un singleton {ng}, les deux « morceaux » J— = {j € J|j < ng} et
J+ =10 €]J|j > no} sont deux intervalles entiers (I'un des deux peut étre vide) tels que I'on ait
Je CTL\PCT\Pet[J-|+ ]+ = 2¢.

Au moins 'un des morceaux J4 est alors un intervalle entier de cardinal > {, inclus dans T \ P.

e Si l'intersection ] N P contient au moins deux éléments, on peut trouver deux puissances de 2
consécutives 2° < 27 e JNP C T.. En particulier, on a k < s.

L'intervalle entier [2° + 1,257 — 1] est alors inclus dans ] \ P, donc dans T, \ P C T\ P. Son
cardinal est

[25 41,20 ]| =251 =25 —1=25—1>22—1> L.
Dans tous les cas, on a trouvé un intervalle entier de cardinal > { dans T \ P.

Maintenant que le lemme est démontré, construisons un exemple. On considere la fonction

N — N

22n+1 22n

sii= 2" pour un certainm € N
i {2 sii=22""1 pour un certainn € N

i sii¢gDP.
On vérifie facilement que f est bien définie et qu'il s’agit d"une involution. En particulier, f est bijective.

Pour toutn € N,

f(22m) — 22“‘ - ‘22““ - 22“‘ — 22 donc f ¢ W(N).

Soit maintenant A C N épais. Vu que Vi € A\ P,f(i) =1, ona A\ P C f[A]. D’apres le lemme, A\ P
est épais, d’oit I'on tire que A est lui-méme épais.

Cela montre l'implication VA € P(N), A épais = f[A] épais, mais le caractere involutif de f (et la
question |1) donne immédiatement l'implication réciproque.

13 /13



