Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 11 décembre 2021

Quatriéme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice. Gudermannien.
1. Fonction argument sinus hyperbolique.
(@) Question de cours. Rappeler la définition de la fonction sh, sa dérivée, et son graphe.
Ona
R — R

sh: eX—e ¥
X —
2

Cette fonction est dérivable par opérations. Pour tout x € R, on a

sh’(x) = H% = ch(x).

Le graphe de sh est le suivant.

(b) Montrer que la fonction sh est bijective et dessiner le graphe de sa réciproque.

» La fonction sh est dérivable donc continue.
» Comme sa dérivée sh’ = ch est strictement positive, la fonction sh est strictement croissante.

» Les limites de I'exponentielle donnent directement sh(x) 0 +o0.
X—1=00

D’apres le théoréeme de la bijection monotone, la fonction sh : R — R est donc une bijection.

Le graphe de sh™" est le suivant.
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Dans la suite du probleme, on note argsh : R — R la réciproque de sh.

1

(c) Montrer que argsh est dérivable et que Yy € R, argsh’(y) = \/?]
Y-+

Soity € R. On définit x = argsh(y).

Onash’(x) = ch(x) > 0. En particulier, cette dérivée ne s’annule pas.

D’apres le critere de dérivabilité des fonctions réciproques (applicable car sh est bijective et déri-
vable), on en déduit que argsh est dérivable eny, de dérivée

1 1 1
Y= = = )
ch(argshy) \/shz(argshy) 1 yZ+1

en utilisant notamment que ch > 0.

2. Gudermannien et pendule simple

(a) Par des études de fonctions, montrer que Vx € R,arctan(shx) = arcsin(thx) et que la
fonction x — arctan(shx) induit une bijection gd : R — I, o1 I est un intervalle que 1’on
précisera.

» La fonction f : x — arctan(sh x) est dérivable par composition. Soit x € R. On a

chx _chx_ 1
T+sh’x ch’x chx’

f'(x) =

» La fonction th prend ses valeurs dans 1—1,1(, intervalle sur lequel la fonction arcsin est déri-
vable, donc g : x — arcsin(th x) est dérivable par composition. Soit x € R. On a

) 1 —th?(x) ; 1 1
=————— =/1—th’(x) = —
T e T T T

car ch > 0.

» Par différence, la fonction f — g : R — R est dérivable, de dérivée nulle. Comme R est un
intervalle, on en déduit que f — g est constante. Comme f(0) = 0 = g(0), on en déduit méme
f = g, ce qui conclut.

» Par composition, comme sh : R — R et arctan : R — }—g, %[{ sont des bijections, le
gudermannien est une bijection gd : R — ]—g, TE[ [
La bijection gd : R — I est le gudermannien.
(b) Donner une expression de la réciproque gd ' : I — R, et en déduire qu’elle est dérivable,

de dérivée y —

cosy’
» Puisque gd = arctanosh, gd~' =sh™' oarctan™!, ce qui montre gd~' : y — argsh(tany).
» La fonction gdfi } —g 5 [ — R est alors dérivable, de dérivée :

1+t
(gd™) 1y rtanty =1 +tan’y = 7
1+ tanz Ccos Cosy

car cos > 0 sur } —g, 72—T [
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(c) Déduire de ce qui précede que Vx € R, gd’(x) = cos(gd(x)).
Puisque gd " est la réciproque de gd, on a gd ™' o gd = id.
Toutes les fonctions en présence sont dérivables. La formule de dérivation des fonctions composées
donne alors ((gd’1)’ o gd) xgd =1.

/
Soit x € R. En remplagant (gd*1> par son expression trouvée a la question précédente et en
évaluant en x I'égalité entre fonctions ci-dessus, on obtient

1

mxgd’(x)=1 donc  gd’(x) = cos(gd(x)).

(d) Montrer que la fonction @ = 2 gd est deux fois dérivable et Vx € R, ¢” (x) +sin(¢(x)) = 0.

La fonction gd' = cos ogd est dérivable par composition, donc gd est deux fois dérivable, et il en
va alors de méme de .

Soitx € R.Ona

¢"(x) =2gd"(x)
= —2gd’(x) sin(gd(x)) (car gd’ = cos ogd, et par dérivation des composées)
= —2 cos(gd(x)) sin(gd(x))
= —sin(2gd(x))
= —sin(@(x)),

ce qui conclut.

Probleme. Groupes engendrés par deux involutions.

» Un élément g d"un groupe (G, -) est une involution si g2 =1lg.

» On rappelle que deux éléments g7, g d"un groupe (G, -) sont conjuguéssigh € G: gy =hgrh ™.
On notera ~ la relation de conjugaison.

Partie I. Généralités.
Soit (G, -) un groupe.

1. Conjugaison.
(a) Montrer que la relation de conjugaison ~ est une relation d’équivalence sur G.
On notera simplement [g] la classe d"un élément g € G pour cette relation d’équivalence.
On vérifie les trois axiomes.
Réflexivité. Soit g€ G.Onag=1gg1g', doncg~g.
Symétrie. Soit g1, g2 € G tels que g1 ~ ga.
On peut donc trouver h € G tel que g, = h gy h™'.
Onaalors gy =h"'gyh, ce qui montre gz ~ g1.
Transitivité. Soit g1, 92,93 € G tels que g1 ~ g2 et g2 ~ g3.
On peut donc trouver h,k € G tels que g, = h gy hletgs=kg k.
Onaalors g3 =khg h™' k7' = (kh) g (kh)™!, donc g1 ~ g3.
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(b) Onnote Z(G) = {g € G| Vh € G, gh = hg} le centre de G. Soit g € G.
Montrer que g € Z(G) si et seulement si sa classe de conjugaison [g] est un singleton.

On a la chaine d’équivalences

[g] singleton & Vh € G,hgh™' =g
&VheGhg=gh
& g e Z(G).

(c) Montrer que deux éléments conjugués de G ont toujours le méme ordre.

Soit g1, g € G tels que gy ~ ga. On peut donc trouver h € G tel que g =hgrh™".
Une récurrence immédiate montre que ¥n € N, gt = hgth™'.
Ainsi, pour tout n € N¥,

» sigl =1g,onagy =hlgh ' =1g;

» ona gl =h"' g} h;ainsi, des que g} = 1g,ona g} = 1g.

Cela montre que les entiers n € N* tels que g1 = 1¢ sont les mémes que ceux tels que g5 = 1¢.
Cela montre notamment que gy et g ont le méme ordre (fini ou infini).

(d) Soit Q un groupe et f : G — Q un morphisme de groupes. Montrer que le noyau ker(f) est
stable par conjugaison, c’est-a-dire que Vg € ker(f), [g] C ker(f).

Soit g € ker(f). Soit g’ € [g]. On a donc g’ ~ g : on peut trouver h € G tel que g’ =hgh™'. En
particulier,

f(g') =f(hgh™') = f(h) f(g) f(h) ' = f(h) 1o f(h) =g,
ce qui montre g’ € ker(f), et conclut.

2. Involutions.
(@) On suppose que G est un groupe fini d’ordre 2021. Combien G a-t-il d’involutions ?
Soit g € G une involution.

D’apres le théoreme de Lagrange, I'ordre de g divise 2021, c’est-a-dire que g
On a donc

2021 _q,

2021 2020 1010

Ic=g¢g g g=g.

Autrement dit, la seule involution de G est 1¢, ce qui montre que G a une seule involution.
(b) Soit a,b € G deux involutions. Montrer que ab est conjugué a son propre inverse.

Comme a et b sont des involutions,onaa=a ' etb=>b"".

On en déduit que I'inverse de ab est (ab)'=b"Ta! =ba

Cela conclut, car ba = a”' (ab)a est conjugué a ab.

3. On suppose que G est un groupe abélien engendré par deux involutions.
Montrer que G est fini, de cardinal 1, 2 ou 4.

Soit G un groupe abélien et a,b € G deux involutions.
On va montrer que V = {1g, a, b, ab} est un sous-groupe de G.
» Il contient clairement 1.
» Commea=a"etb=>b",ilenvademémedeab:(ab)”' =b'a™' =ba = ab.
Tous les éléments de V sont donc leurs propres inverses, ce qui montre que V est (trivialement) stable
par inverse.
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» Enfin, on obtient rapidement la table de multiplication suivante, qui montre que V est stable par
produit (notons que cette table peut étre redondante, au sens ol rien ne garantit que 1g, a, b et ab
soient distincts) :

L~ llc[ab [ab]
1(; 1G a b ab
a a |Ig|lab| b
b b |ab|1g | a
abjab| b | a |]Ig

Par exemple, en effet, (ab)a = a’b =b.
Puisque V est un sous-groupe contenant a et b, ona G = (a,b) C 'V, ce qui montre déja que G est
fini, de cardinal < 4.
Enfin, G ne peut pas étre de cardinal 3 :
e sia =Db = 1g, il est clair que G est le groupe trivial ;
o sia# lgoub # 1g, le groupe G contient un élément d’ordre exactement 2, donc son cardinal
doit étre pair, en vertu du théoreme de Lagrange.

4. Un théoreme d’isomorphisme. Soit Q; et Q, deux groupesetm; : G — Qg et m : G — Q, deux
morphismes de groupes surjectifs tels que ker(7;) = ker(m,).
On va montrer que cela entraine que Q; et Q, sont isomorphes.
(a) Montrer qu’il existe une unique application f : Q; — Q, telle que V¢, € G, f(m;(€)) = m,(&).

Existence. Pour tout x € Qq, on peut trouver & € G tel que x = m1(E), car 1y est surjectif.
On peut alors définir f(x) = m2(&). Le seul probléme est de vérifier que cette application est
bien définie, c’est-a-dire que f(x) ne dépend pas du choix du Tv-antécédent & de x.
Pour cela, soit &, C € G tels que 71 (&) = m1(Q).
Onadoncm () =m (&) m () ' =xx"" =1g, ce qui montre que &, ' € ker(m).
Par hypothése, on a donc &, " e ker(my), ce qui montre de méme que (&) = m(Q).
Unicité. Soit f,g: Q1 — Q, deux telles fonctions.
Pour tout x € Qq, on peut trouver & € G tel que x = 1 (&).
On aalors (x) = £(m (£)) = m(£) = g(m(£)) = g(x).
Cela montre f = g.

(b) Montrer que f est un isomorphisme.

» Montrons que f est un morphisme.

Soit x,y € Q. On peut donc trouver &,m € G tels que x = 11(&) et y = m1(n) (et on a justifié
que le choix de I'antécédent n’importait pas). On sait qu’alors f(x) = m(&) et f(y) = m2(n).
Comme 1 est un morphisme, on a alors xy = 1 (&n), donc

f(xy) = m(&n) = m(&)mmn) = f(x)f(y).

» Montrons que f est injectif.
Soit x € ker(f). On peut trouver & € G tel que x = m;(§).
Onaalors 1g, = f(x) = my(&), ce qui montre que & € ker(m;,).
Par hypothese, on en déduit & € ker(m), puis x = m (&) = 1q,.
Cela montre ker(f) = {1q, }, et I'injectivité de f.

» Montrons que f est surjectif.
Soity € Q,. On peut trouvern € G tel que my(m) =y. On a alors

f(mm)) =mMm) =y,
ce qui montre la surjectivité de f.

Ainsi, f est bien un isomorphisme.
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Partie II. Gy et les groupes diédraux finis.

Groupe Gy. Pour tout 0 € R, on consideére les matrices

cos® —sinB cos® sin®
Mo = <sin9 cos 0 > et No = <sin9 —Cos 6) )

On note Go = {Mg | 8 € R} U {Np |6 € R} I'ensemble de ces matrices.

5. (a) Soit «, 3,0 € R. Calculer les produits My Mg, Mg Ny, No Mg et Nog Mg No.
On exprimera les réponses comme des matrices M, ou N, pour un certain y € R.

» Un calcul direct (une multiplication dans C!) montre que Mo Mg = Myp.

» On voit directement que Ny = <(1) _0] > , ce qui donne Mg Ny = Ng, No Mg = N_g et enfin
NoMg Ny = M_g.

(b) Soit &, 3 € R. En utilisant la question précédente, et sans revenir a des calculs de matrices,
calculer My N, No M et Ny Ng.
On obtient :
» Mg Npg =MgMpg Ny =MuipNo =Ngip;
» NaMp =NoM_oMpg =NoMp_o =Ny—p;
» NoaNpg =NoM_o Mg No =NoMp_o No =My_p.
(c) En déduire que Gy est un sous-groupe de GL;(R).
On observe déja que toutes les matrices de Go sont de déterminant 1 ou —1, donc Go C GL,(R).
» Onal, =M € Gy.
» Soit A € Go. On peut donc trouver « € R tel que A = My ou A = N,.
o Si A =My, on voit que A est inversible, d'inverse M_y € Go.
o Si A =Ny, on voit que A est inversible, d’inverse Ny € Go.

Ainsi, Gy est stable par inverse.

» Soit A,B € Gy. On peut donc trouver x, 3 € R tel que A € {My, Ny} et B € {Mg,Ng}.
Les calculs précédents montrent que AB € {Mu+p, Notp), donc AB € Go.

Ainsi, Gy est un sous-groupe de GL;(R).

Groupes diédraux D;,. Dans toute la fin de cette partie, on fixe un entier n € N*. On note alors

Dan{Msz kez}.

k e Z} U {Nsz
6. (a) Montrer que D;,, est un sous-groupe de Gy, dont on déterminera le cardinal.
, 2k . s
» Comme I'ensemble 0 k € Z ; contient 0, et est stable par somme et différence, les calculs
de la question précédente montrent de la méme fagon que Doy, contient 1, est stable par inverse

et par produit.
Cela montre que Dyy, est un sous-groupe de Go.
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» On voit directement que, pour tous «, 3 € R, My = Mp & « = 3 (mod 27), et idem pour
les matrices N et Ng.

Par ailleurs, comme les matrices My sont de déterminant 1 alors que les Ng sont de détermi-
nant —1, il est clair que deux matrices de ces deux types ne peuvent pas étre égales.

On en déduit que

Dy, = {M%

k€ [[O,n—l]]} L {N%

ke [[O,n—1]]},

et que les n éléments écrits dans chacun des ensembles sont deux a deux distincts.
Ainsi, |Dyyn| = 2n.

(b) Déterminer I'ordre de M 2» et celui de Nj.

» Pour toutk € N,ona M‘El = Mxx, dont on a vu qu’il valait I = M, si et seulement si on

. 2mk S g .
avait la congruence = 0 (mod 2m), c’est-a-dire si et seulement sin | k.

On en déduit que I'ordre de M 2 est n.

n

» La matrice Ny vérifie Ny # L, et N% =1,, donc elle est d’ordre 2.
(c) En déduire que D,y est le sous-groupe engendré (Mzx, No).

Comme Mz est d’ordre n, le sous-groupe cyclique (Max) = {M 2nk

n n

k e Z} est d’ordre n.

On a alors une double inclusion

(Mzx) € (M2x,No) C Do,

v
oit chaque groupe est un sous-groupe du suivant.

D’apres le théoreme de Lagrange, on en déduit que I'ordre de (M2x,No) est un multiple de n et
un diviseur de 2n, ce qui ne laisse que deux choix.

Cas 1. ‘<le,No>‘ =n.
Dans ce cas, on a (M2x ) = (M2x,No) par inclusion et égalité des cardinaux.
Mais cela est en fait impossible car Ny n’est pas une puissance de M zr (par exemple, elle n’est

pas de déterminant 1), donc elle n’appartient pas au sous-groupe engréndré par cette matrice.
Ce cas ne se produit donc pas.

Cas 2. |(Max, No)| = 2n.

Dans ce cas (qui est donc le seul!), on a Dy, = ’(le,No>’ par inclusion et égalité des
cardinaux, ce qui conclut.

(d) Montrer que Ny et N2~ sont des involutions et que Don, = (No,N2x ).
Les calculs de la question |5b|montrent directement que Ny et N 2x sont des involutions.
» L'inclusion (No,Nzx ) C Dy, est claire.
» Ona Mzir = Nle().

Cela montre que le sous-groupe engendré <N0, N zl> doit contenir Ng et M 2x.

11 doit alors contenir (No,M2x) (car ce dernier est le plus petit sous-groupe contenant ces
deux matrices), qui vaut Doy, d’apres la question précédente.

Ainsi, Dzn = <N0, Nzl>
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7. On suppose n impair. Montrer qu’il existe exactement deux morphismes de groupes Dy, — U,.

On a déja dit que le déterminant d’une matrice de Gy valait 1 ou —1. On a alors déja (trivialement ou
par restriction du morphisme dét : GL,(R) — R*) deux morphismes

. Dzn — Uz . Dzn — Uz
AT (el
qui sont bien différents (par exemple parce que e(Np) =1 # —1 = d(No)).
Il reste a montrer que ces deux morphismes sont les seuls.
Soit f : Do, — Uy un morphisme de groupes.

» Comme M. =1, on doit avoir 1 = f(I;) = f(M2)"™.
Par imparité de n, cela montre f(M2zx ) # —1, et donc f(M2x) = 1.
» Comme le codomaine de f est U,, on a nécessairement f(Ng) = 1 ou f(Npo) = —1.

11y a ainsi deux cas.

Cas1. Onaf(Ma) =f(Ng) = 1.
Dans ce cas, F et e coincident sur ces deux matrices, qui engendrent Do
Par prolongement des identités, on en déduit f = e.

Cas2. Onaf(Mz) =1et f(Ny) = —1.
Dans ce cas, 12 et d coincident sur ces deux matrices, qui engendrent Dyy,.
Par prolongement des identités, on en déduit f = d.

On a donc montré Hom(Dyn, U,) = {e, d}, ce qui conclut.

Partie III. D, et les groupes engendrés par deux involutions.

Dans toute la fin du probleme, on note D, I’ensemble des applications Z — Z qui sont :
» soit de la forme x — x + n, pour un certain entiern € Z;
» soit de la forme x — n — x, pour un certain entier n € Z.

Ces applications sont toutes bijectives (on ne demande pas de le montrer), si bien que Do, est une
partie du groupe (&(Z), o) des bijections Z — Z.

On note simplement id 1’élément neutre idy de &(Z).

Enfin, on nomme trois éléments de D, :

7Z— 7 7 — 7 7 — 7
T S: et t=ro0s:
Xx—1—x X = —X x—=x+1.

On utilise la notation puissance dans le groupe (&(Z), o).
Par exemple, étant donné f € G(Z), et n € N*, la notation ™ désigne la composée fo---of.

n fois
8. Montrer que tout élément de Do, s’écrit de maniere unique, soit sous la forme t", soit sous la
forme t" o s, pour un certain entier n € Z.
Un calcul immédiat montre que t™ : x — x +net t™ o s : x — n —x, ce qui conclut.

9. Montrer que Do, est un sous-groupe infini de &(Z) et déterminer 1’ordre de chacun de ses
éléments.

On vérifie directement les trois axiomes, en vérifiant que :
» id=1t° ;
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» pour tout n € Z, I'inverse (pour la composition, c’est-a-dire la réciproque) de t™ est t ™ et que celui
de t" o s est t" o s lui-méme;

» que Dy est stable par composition, a cause de la « table de composition »

Lo I " [ thos |
tn tn+m tn+m os
tn os tnfm os tnfm

Enfin,
o t° =id est naturellement d’ordre 1 ;

e aucune puissance (@ part t°) de t n'est l'identité (par exemple parce que ¥n € Z,t"(0) = n),
donc, pour tout k € Z non nul, t* est d’ordre infini;

e on vérifie directement que (t" o s) o (t" os) = id, ce qui montre que tous ces éléments sont
d’ordre 2.

10. Montrer que Do, = (s,t) = (1, ).

» Lefait que Do, = {t" |0 € Z}U{t" o s|n € Z} montre que tout élément de Do, est un moten tet s,
et donc I'égalité Do, = (s, t).

» Une fois que I'on constate que I'égalité t = ros montre que t € (r,s), on a l'inclusion (s,t) C (r,s),
et donc I'égalité Do, = (1,s).

11. Propriété universelle. Soit G un groupe (noté multiplicativement) et 6, ¢ € G tels que 0 = 1g
et 000~ = 67'. Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes f : Do, — G tel que
f(s) = oetf(t) =0.

» Puisque s et t engendrent Do, ['unicité est une conséquence directe du théoréme de prolongement
des identités.

» On vérifie (notamment grice a la table de composition vue plus haut) que I'application f : Do — G
envoyant, pour tout n € Z, t" sur 0™ et t" o s sur 0™ o est un morphisme de groupes. En effet, pour
tous n, m € 7Z, on a bien

fEM)F(t™) = 0m0™ = 0™ ™ = f(t"T) = f(t" o t™);

f(tM)f(t"os) =0"0Mo=0"""o=f(t"""os) =f(t"otMos);

f(t"os)f(t™) = 0™ 00™ = 0™ (00™0 o = B0 Mo = O Mo = f(t" ™os) = f(t"osot™);
f(t"os)f(t™Mos) =0"c0Mo =0""T" =f(t"T™) =f(t"osotMos),

ce qui montre Vg, h € Do, f(g o h) = f(g)f(h).

12. En utilisant la question précédente, construire un morphisme de groupes f : Do, — Dj tel que
f(r) # f(s). En déduire que r et s ne sont pas conjugués.

» OnaDy = {MO) Mg, No, NT[}
On vérifie que les éléments My, et Ny vérifient N§ = I et NoMyN,' = M_ = M (qui vaut
également My, mais on s’en moque pour le moment).

D’apres la question précédente, on peut donc trouver un morphisme f : Do, — Dy tel que f(t) = My
et (s) = No.
On a alors

f(r) =f(tos) =f(t)f(s) = MxNo = Ny # Np = f(s).
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» Cela montre que r et s ne sont pas conjugués, car

ocmemreni= {9396 %) )

est un groupe abélien.
En effet, si l'on pouvait trouver h € Dy, tel quet = hosoh™', on aurait

ce qui est exclu.

13. Montrer que les classes de conjugaison de Do, sontR = {tZkH os ‘ k € Z}, S= {tZk os ‘ k € Z},

et un nombre infini de classes finies que ’on précisera.

» On vérifie directement que, pour tout k € Z, t* oro (t*) 1 =t* T oset t*oso (t*) =t¥os.
Comme v et s ne sont pas conjugués d'une part, et que r et s ne peuvent étre conjugués qu’a des
éléments d’ordre 2 d’autre part, cela montre R = [r] et S = [s].

» 1l reste a déterminer les classes de conjugaison des éléments de (t).
Pour tous k,m € N, on vérifie directement que

(t") o () o (M) = t* et (thos)o (t¥) o (thos) ' =t7K,

ce qui montre que la classe de conjugaison de t* est I'ensemble fini {t*,t™*} (qui est un singleton
si k = 0, et une paire sinon).

In fine, les classes de conjugaison sont :

id}, {t7%t (pour tout k e N*); R et S.

14. Soit Q un groupe et f : Dog — Q un morphisme de groupes. Montrer que le noyau ker(f) est
I"'un des sous-groupes suivants :

» (t"), pour un certain entier n € N;
» RU (t?) ouSU (t?);
» Do
Soit K = ker(f). D’apres la question|1d, K est stable par conjugaison, c’est-a-dire qu’il est une union de
classes de conjugaison en plus d’étre un sous-groupe de Do,. On distingue alors plusieurs cas.
» SiteK, iln'yaquedeux cas.
e Soit K = (t).
o Soit K contient un élément de R ou de S.
Dans ce cas, comme K est stable par conjugaison, il doit contenir r ou s.
Comme s = v o t, il contient en fait s dans les deux cas.
On aalors Do = (s,t) C K, ce qui montre K = Dq.
» SiKNR # @, on doit avoir R C K. Comme par ailleurs

ro(tTorot) =t%
| —
€R

on en déduit t* € K.

10/[14]



2 onaalors t = 2T (t2) 7% € K, et on

o Si K contient une puissance impaire de t, disons
est ramené au cas précédent : K = Do,

o Dans le cas contraire, K ne peut contenir ni puissance impaire de t, ni élément de S (car, dans
ce cas, il contiendrait s et donc t = v o's, ce qui est exclu), donc on a K = R U (t?) (dont on
pourrait vérifier qu’il s’agit effectivement d'un sous-groupe, mais on n’en a pas besoin dans cette
question).

» Exactement de la méme fagon, siKNS # &, ona K=5SU <t2> ou K =Dy

» Enfin, siKN (RUS) = &, Kest un sous-groupe de (t).

Z — (t)

n— th’

Comme K C (t) = im1, on vérifie facilement que K = YK

L'image réciproque \p~' [K] est alors un sous-groupe de 7, donc on peut trouver n € N tel que l'on
ait P~ [K] = nZ.

On en déduit K = Pp[nZ] = {t“k ‘ ke Z} = (t").

Comme t est d’ordre infini, on a un isomorphisme \p : {

15. Soit G un groupe engendré par deux involutions, a et b.

(a) Montrer qu’il existe un morphisme surjectif f : Do, — G.
Onab® = 1get b(ab)b™' = ba = (ab)™". D’apres la question |11} on peut donc trouver un
morphisme f : Doy — G tel que f(s) =b et f(t) = ab.
L’image de ce morphisme contient b et ab, donc elle contient leur produit (ab)b = a.
L'image im f de ce morphisme est alors un sous-groupe de G contenant a et b, donc on doit avoir
(a,b) Cimf, c’est-a-dire G = im f et f est bien surjectif.

(b) Déduire de tout ce qui précede que G est soit trivial, soit isomorphe a D;,, pour un certain
entier n € N*, soit isomorphe a D,

» Soitn € N*,
D’aprés la question |11|et le fait que NoM 2x n Ny' =M_ m = = M, Y on peut trouver un mor-
phisme de groupes fy, : Dog — Dy tel que f (t) = Mz7t et fn(s ) No. Comme Mz7r et No
engendrent Doy, on a im fy, = Doy.
Onaalors fr(r) = fo(tos) = fu(t)fn(s) = MzﬂNo = NTT(

Déterminons ker(f,).

n

e Pourk € Z, on a fn(t%) = M5, = Man«, donc t* € ker(fy) si et seulement si n divise k.

o Comme fn(s) = No # I et fn(r) = N2x # Iy, le noyau ker(fy,) ne contient ni r, ni s.

D’apres la classification de la question précédente, on a ker(f,) = (t™).
» Soit maintenant G engendré par deux involutions. On peut donc trouver un morphisme de
groupes surjectif f : Dog — G.
o Siker(f) = ker(fy), la question {4b|montre que G est isomorphe a Dy,
o Siker(f) = {id}, f est injectif en plus d’étre surjectif, donc il s’agit d'un isomorphisme et
G est isomorphe d Do

o Siker(f) = Do, on aim f = {1}, donc la surjectivité de f montre que G est un groupe
trivial.

e Siker(f) =SU (tz), on montre que im(f) = {1¢, f(t)}. En effet, pour tout n € Z, on peut
écriren =2m+b,oime Zetb € {0, 1}, donc
() = FEO)™F(°) = (%) et  f(thos) = ()™ f(t°) f(s) = F(t°).

Comme t & ker(f), on a f(t) # 1g, et le groupe G a deux éléments. Il est alors nécessai-
rement cyclique (engendré par son unique élément non trivial), et donc isomorphe a Z/2Z,
ou encore a Dy = {My, Np}.
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e Siker(f) = RU (t?), on procede de méme (en montrant par exemple que tout élément du
groupe Do, s’écrit de maniere unique sous la forme t™ ou t™ o), et on a encore G isomorphe
a D,.

Partie IV. Automorphismes de D.

On note Aut(Do) ’ensemble des automorphismes de Do, qui est un sous-groupe de (&(Do), 0)

(on ne demande pas de le montrer).
Do — Doo

Pour tout h € D, on note (ph:{ g —hogoh™.

Do — Aut(Doo)

h oo o est un morphisme de groupes bien défini et injectif.

16. Montrer que O : {

» Montrons que @ est bien défini, c’est-a-dire que, pour tout h € Do, @ € Aut(Dy).
Soit h € Deo.

e Soit g1,g2 € Doo. Ona

@n(groga) =ho(giogy)oh™
=(hogioh™)o(hogyoh™)
= @n(g1) o en(g2).

Cela montre que @y, est un endomorphisme de Do

e Montrons que @, est bijectif. Soit g € Dqo.
Pour tout g1 € G, on a la chaine d’équivalences

on(g1) =g2 & hogioh' =g,
&gi=hlogyoh,

ce qui montre que g, a un unique Qn-antécédent et donc que @y, est bijectif.

Cela conclut la démonstration de ¢y, € Aut(Dyo).

» Montrons que @ est un morphisme.
Soit hy,hy € Doo. Pour tout g € G, ona

(@(h1) o @(h2))(g) = @n, (@n,(9))
=hjo (hzogoh2_1) oh?1
= (hyohy)ogo(hjohy)!
= ®(hy o hy)(g),

ce qui montre que ®(hy o hy) = @ (hy) o ®(hy), et donc que O est un morphisme.

» Montrons que O est injectif. Soit h € ker @.
On adonc ¢n = idp_, c’est-a-dire Vg € Doo,hogo h! = g, ce que I'on peut réécrire sous la forme

Vg € Dooyhog=goh.

Autrement dit, on obtient que h est un élément central : h € Z(Dy).

D’apres la question (10} le centre de D, est constitué des éléments h € Do, dont la classe de conju-
gaison est un singleton.

D’apres la description des classes de conjugaison obtenue a la question (13} on a donc Z(Ds,) = {id}.
Ainsi, on obtient h = id, c’est-a-dire ker(®) = {id} : le morphisme © est bien injectif.
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17. Montrer que ® n’est pas un isomorphisme.
On va montrer qu'il existe x € Aut(Do) échangeant r et s.

» Remarquons déja que v* =idetrot 'or | =t.
D’apres la question on a donc un unique morphisme X : Do — Do tel que x(s) = 7 et
x(t) =t
Cela entraine x(r) = x(tos) =x(t) ox(s) =t ' or =s.
On a donc déja construit un endomorphisme x de Do, échangeant v et s.

» L'endomorphisme x ox de Do vérifie donc (xox)(r) = ret (xox)(s) = s. Autrement dit, il coincide
avec idp_, sur {r, s}, qui est une partie génératrice de Do.
Par principe de prolongement des identités, on en déduit que X o X = idp,,, ce qui montre que x est
un automorphisme de Do, égal a son propre inverse.

» Enfin, comme x(r) = s et que v et s ne sont pas conjugués, on voit que X ne peut pas étre égal a un
automorphisme @y, quel que soit h € Do, c’est-a-dire que X ¢ im @.
(On dit que I'automorphisme x n’est pas intérieur).

18. Malgré la question précédente, montrer que Do, et Aut(D,) sont isomorphes.

Pour simplifier les calculs, remarquons

s . s thos Js—r=tos
PVt ! Pt ot XVt t .

» Montrons d’abord que Aut(Ds) = (@s,X)-

e On voit que la composée X o @ envoie s surto s et t surt.
En la composant avec elle-méme, on en déduit que (x o @s)? envoie s sur t* o s et t sur t.
Autrement dit, (x o @s)? et @ coincident sur {s, t}.
Par prolongement des identités, on en déduit ¢ = (x o 9s)? € (@s,X)-
o Soit P € im @. On peut donc trouver h € D tel quep = @ (h).
> Sil'on peut trouver n € N tel que h =t", onap = O(t") = @}
Comme @1 € (@s,X), on en déduit P € (@g,X)-
> Sil'on peut trouver n € Ntel queh =t"os,onap = O(t" os) = @ o @s.
Comme @1, ©s € (@s,X), on en déduit p € (s, X).
Cela montre im @ C (@, X).
o Le sous-groupe (@s,X) de Aut(Dy) vérifie donc a la fois x € (@s,X) et im D C (s, X).
On va montrer que cela entraine (@s,x) = Aut(Dso ), comme promis.
Pour cela, soit € Aut(Doo). L'objectif est de montrer \p € (@s,X).

Etape 1. Comme R et S sont les seules classes de conjugaison d'éléments d’ordre 2 dans Do,
on a nécessairement Pp(s) € RUS.

> Sip(s) €S, on pose Py =P.
> Si(s) € R, on peut trouver h € Dy tel quep(s) =horo h™!, et on a alors I'égalité
(x oW)(s) =x(h) osox(h)™" €S. On pose alors by =X 0 .

Dans tous les cas, on a construit \py € Aut(Do) vérifiant 1 (s) € S et tel que\p =y ou
P =xor.
Commex ' =x € (@s,X), il suffit maintenant de montrer que\py € (@s,x) pour conclure.
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Etape 2. Montrons que P (t) € {t, 1
Comme t est d’ordre infini et que by est un automorphisme, on voit facilement que ;" (t)
est d’ordre infini. On peut donc trouver k € Z non nul tel que ¥y (t) = t*.
On a donc Pq ()% = P (t5) = t.
Toute puissance d’un élément d’ordre fini étant d’ordre fini, on voit que \p1(t) est nécessai-
rement d’ordre infini. On peut donc trouver { € 7 non nul tel que (1 (t) = t".
On a ainsi t = (t4)* = t¢4,
On en déduit k€ =1, et donc k € {£1} puisque k et { sont entiers.

> Sik=10onay(t) =t
> Sik=—1,onap(t)=t".

Nous pouvons maintenant définir un automorphisme ;.

> Si(t) =t, on pose Py = Pj.
> Si(t) =t on pose Py = @ 0y, qui vérifie d'une part P, (t) = t et d’autre part
P2(s) =y(s) €S,

Comme ;' = @5 € (@s,X), il suffit maintenant de montrer que by € (@s,X) pour
conclure.

Etape 3. A ce stade, on dispose de P, € Aut(Dyo) vérifiant ,(t) = tetPa(s) € S.
On peut donc trouver k € Z tel que,(t) = tet Py(s) = t*os.
Or, on a également (p‘f(t) =tet (p]t‘(s) = t* o s. Autrement dit, les automorphismes
et @f coincident sur {s,t}. Comme cette paire engendre Dy, le prolongement des identités
entraine que \py = ¥ € (@g,X), ce qui conclut, enfin !

» D’apres le point précédent, le groupe Aut(Dyo) est engendré par x et @, qui sont deux involutions.
Par ailleurs, puisque @ : Doy — Aut(Dy) est injectif et que Do est un groupe infini, on en déduit
que Aut(Dq) est lui-méme infini.

D’apres la question on en déduit que Aut(Dq) est isomorphe a Do, car les autres exemples (le
groupe trivial et les groupes diédraux Doy ) sont finis.
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