Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) 16 avril 2022

Huitiéme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice.

shx
1. Montrer que la fonction x — —— se prolonge par continuité en une fonction f : R — R, et
donner un DL4(0) de In of.

shx )
» Déja, x — —— est continue sur R*.
X

shx . . shx
» On a shx ~, % donc — Y 1, ce qui montre que la fonction x — —— se prolonge par
X— X X— X

continuité en une fonction f : R — R telle que f(0) = 1.

» Par ailleurs, comme sh et idg ont toujours le méme signe, la fonction f est également > 0 sur R*.

» Ona
3 X 5
ShX—X—FE—Fm-FO(X )
shx xz2 X
o (AR 4
donc + 6+120+0(X)
x2 Xt 4
dOTlC f(X) =In (1 +€+W+O(X ))
xr Xt 4 1 /x? ) 2 4
<6+120+0(X )) 3 <6+o(x )> + o(x")
U2
In(14+u)=u— 5 + o(u?)
2
car u:X——l—o(xz)—>0
6 x—0
o(u?) = o(x*).
x* X 4
G 80 o)
1
2. Donner un DL4(0) de x — ———+——.
ch(sinx)

Ona
3
ch(sinx) = ch <x s + o(x3)>

1 X 3 P 4 4
:1+<x—+o(x )> 4+ — (x+o0(x))" +o(x")

2 6 24
2 4
N I ST 4
ch(u) =1+ > +24+0(u)
car u=x+o(x) —0
x—0

o(ut) = o(xH

x* Xt Xt

_ x_ox  x 4
_1—1—2 6+24—|—0(x)
x* X
14+ - 4
—1—2 8—|—o(x)
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1 x2 Xt 2 x2 :
donc h(sinx =1- < - —+ o(x4)> + (2 + o(x2)> + o(x*)
T+uw ' =1—u+u?+o(u?)
2
car u=2 1 o(x2) —0
2 x—0
o(u?) = o(x%)
X3y 4
—]—7+§X +O(X )

Probléeme. Théorémes de Schur et de Burnside.

v

Dans tout le probleme, n est un élément de N* et K un corps.

» Bases canoniques.

e On notera (ey,...,e) la base canonique de K.

e Sii,j € [1,n], on note EE:) € M, (K) la matrice élémentaire de M,, (K) dont le seul élément

non nul est un 1, en position (i,j). /il n'y a pas d’ambiguité, on pourra la noter plus
brievement E; ;.

v

On rappelle qu'une sous-algebre de My (K) est une partie A C My (K) qui est a la fois un sous-
espace vectoriel du K-espace vectoriel M, (K) et un sous-anneau de I'anneau M, (K).

Etant donné un K-espace vectoriel E, son dual est E* = Z(E, K).

v

» On note simplement T, (K) la sous-algebre de M, (K) des matrices triangulaires supérieures.

Partie 1. Préliminaires.

Quelques sous-algebres de M, (K)

1. Montrer que si A est une partie de M, (K) stable par multiplication et contenant I,, alors Vect(A)
est une sous-algebre de M;, (K).

» Le sous-espace vectoriel engendré Vect(A) est déja clairement un sous-espace vectoriel de My (K).
En particulier, il est stable par différence.

» Il contient 1,, car I, € A.

» Reste a montrer que Vect(A) est stable par produit. Soit M, N € Vect(A).

On peut trouver My, ..., My € A, Ny,...,Ng € Bet Aj,..., Ay, 11,...,uq € Ktels que 'on ait
p q
M=) MAgetN=) By
k=1 (=1
On a alors, par bilinéarité du produit matriciel, MN = Z Akttg My N € Vect(A).
—
kell,p] cA
tel1,ql

2. Donner les dimensions des sous-algebres D, (K) et T, (K), en rappelant rapidement une dé-
monstration de ce que vous affirmez.

» OnadimD,(K) =n, car (Eq1,...,Enn) en est une base.

) nmn+1
» OnadimT,(K) = ¥, car (Ei,j)]ggjgn

vecteurs (il y a j matrices de la forme Ey ; dans cette base, pour tout j € [1,n]).

nn+1)

en est une base, possédant 1+---+n = >
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3. Soitq € [1,n—1].
Soit P4 I’ensemble des matrices M € M, (K) telles que V(i,j) € [q + 1,n] x [1,ql, Ml;; = 0.

(a) Montrer qu’il s’agit d'une sous-algebre de M, (K).

» On vérifie directement que Py est un sous-espace vectoriel de My, (K), par exemple parce qu'il
s’agit du noyau de I'application

M, (K) — Mnfq,q(K)
: M - <[Mq+i,j]1§i§n—q>

Ijsn
« extrayant » le bloc sud-ouest de la matrice, évidemment linéaire.

. . , . , A|B
De maniére moins précise mais plus visuelle, © : ( C D) — C.

» Clairement, I, = <0 I OIq’“q> €D,
n—q,q | In—q

» Soit M,N € Pq. Soit (1,j) € [q +1,n] x [1,q]. Ona

n q n
IMNJi; = » MJix[Nl; = ) [M]i[Nly; + M INIyj,
j % j % - j k_%r ] - j

ce qui montre MN € Py, et conclut.

(b) Calculer dimP,.
Donnons deux démonstrations.

> Lafamille (Bij) ;) ey g2 (11 mi 1,1
et clairement génératrice de Py, donc

est libre (en tant que sous-famille de la base canonique)

Py = |[1,nI*\ (I + T, x [1,q1)| =n — q(n —q) =n* — qn + ¢~

» L'application linéaire © : Mn(K) — My_q4(K) est clairement surjective, un antécédent de

C € My_q,q(K) étant par exemple (Oq,q Og,n—q )
C On_q)n_q

On en déduit que son rang est dim My, 4(K) = q(n — q), puis, d’apres la formule du rang,

dim Py = dimker ® = dimM,(K) —rg® =n? — q(n — q) =n* — qn + ¢*.

4. Soit A C M, (K) une sous-algebre de M, (K). Montrer que 1'ensemble AT = {MT ’ M e A} est

une sous-algebre de M,, (K).

» AT est I'image du sous-espace vectoriel A par I'endomorphisme de transposition M +— M?, donc
c’est un sous-espace vectoriel de My (K).

» I, € A doncl, =1F € AT

» Soit M',N’ € AT. On peut donc trouver M,N € A tels que M’ = M" et N’ = N. Il vient alors
NM € A, puis M'N’ = (NM)T € AT,
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Matrices de rang un

5. Montrer qu'une matrice M € My, (K) est de rang 1 si et seulement s’il existe x,y € K" non nuls
tels que M = xy".

™ J1 X1Yyr - X1Yn
, X2 Y2 -
» Six=| ., |ety=]| . |,onaxy = :
: ' X ... X
Xn Yn nY1 nYn

Les colonnes d'une telle matrice sont manifestement colinéaires, ce qui prouve rg(xy"') < 1. En
outre, si x et y sont non nuls, on peut trouver deux indices i,j € [1,n] tels que x;,y; # 0, donc le
coefficient (i,j) de xyT est non nul et rg(xyT) =1.

» Réciproquement, soit M € My (K) une matrice de rang 1. Ses colonnes sont toutes des multiples

X1
d’'un vecteur x = | : | : on peut donc trouver des scalaires yi,...,yn € K tels que I'on ait, pour
Xn
X X1 Y
toutj € [1,p], GM) =vy; | : |.Enposantx = | : |ety=| : |, onadoncM = xyl.
Xn Xn Yn

La matrice M étant non nulle, on a nécessairement x,y # Ogn.
Orthogonalité

n
» Pour tous x,y € K", on définit (x|y) = Z xiy; € K.
i1

» FEtant donné une partie X de K, on note X+ = {y € K™ |¥x € X, (xly) = 0}.
K'— K

y = {xly).

» Enfin, on dit que deux sous-espaces vectoriels V et W de K™ sont orthogonaux si

» Pour tout x € K", on note @y : {

Vx € V,Yy € W, (xly) = 0.

6. Soit x € K. Montrer que ¢ est une application linéaire.
Soity,z € K" et A € K. On a, notamment par linéarité de la somme,
n n
Px(y+Az) =Y xi(yi+Az) =D xyi+AD xizi = 9x(y) + Aoy (z),
i=1 k=1 k=1
ce qui conclut.

7. Déterminer {Ogn }- et (K™)* .
» OnaVvy € K%, (Oknly) =0, donc
{Okn}" ={y € K" [ (xly) =0} =K.

X1
» L'inclusion {Oxn} C (K™)* est claire. Montrons I'inclusion réciproque. Soitx = | : | € (K™)*.
Xn
On a notamment, pour tout 1 € [1,n], x; = (x|ei) = 0, ce qui montre x = Okn, et conclut.
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8. Soit V un sous-espace vectoriel de K™. Montrer que V= est un sous-espace vectoriel de K™.

11 suffit de remarquer que

VJ— = n ker((px))
xeV

et d'utiliser le fait qu’une intersection de sous-espaces vectoriels de K™ est encore un sous-espace vectoriel
de K™

(On peut le dire de maniere plus pédestre.)

K'— V*

9. Soit V un sous-espace vectoriel de K" et @ :
X = ((Px)\v .

(a) Montrer que ® est une application linéaire.

Remarquons déja que O est bien définie car, pour tout x € K", @y est linéaire (et sa restriction
(@x)v est donc bien un élément de V*.

Soit maintenant x,z € K" et A € K.

On va montrer I'égalité O (x + Az) = @ (x) + AD(z), c'est-a-dire (Qxixz) v = ((px)‘V +A(¢2) v
qui est une égalité de fonctions V.— K.

Soit y € V. Notons que, la formule définissant (x|y) est symétrique, si bien que I'application
x — (xly) est tout aussi linéaire que @ (d’ailleurs, il s’agit de @y). On a alors

(Pxinz) iy (Y) = Oxrz(y)
= (x + Mzly)
= (xly) + A (zly)
= (px(y) + }\(pz(y)
= ((px)w(y) + )\((pz)w(y))
ce qui conclut.
(b) Montrer ker @ = V.
Ona

ker® = {x € K“‘ ((px)\v :OV*}
={x e K'Yy € V, px(y) =0}
={xeK" vy eV, (xly) =0}
=V=,.

(c) Montrer que @ est surjective.

On peut trouver un supplémentaire S de V dans K".
D’apres la propriété universelle des espaces supplémentaires, on peut alors trouver une (uniqgue)
application linéaire f : V — K telle que (f)y = f et (f)ig = Os-.

Pour tout i € [1,n], posons x; = f(e;)
Cela définit ainsi un élément x € K" et, pour tout i € [1,n], ona

oxler) = (X|€i> =Xi= F(ei)~

Cela montre que @ et f coincident sur la base canonique, ce qui entraine que Qx = Fpar prolon-
gement des identités.

In fine, f = (f)jy = (@x)v = @ (x), ce qui conclut.
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(d) En déduire que dim Vi =n—dimV.
Comme @ est surjective, son rang est dim V* = dim V. D’apres la formule du rang,
dim V+ = dim ker @
=dimK" —rg®

=n—dimV.

10. Soit V, W deux sous-espaces vectoriels de K™ orthogonaux.
Déduire de ce qui précéde que dimV + dim W < n.

Comme V et W sont orthogonaux, ona W C V+, doit dimW < dimV+ = n—dimV, ce qui équivaut
a l'inégalité demandée.

Partie I1I. Théoréme de Schur (1905).

» Dans toute cette partie, on appelle espace de Schur d’ordre n tout sous-espace vectoriel S C T, (K)
tel que VM, N € S, MN = NM.

» Onnote s, € Nla dimension maximale d"un espace de Schur d’ordre n. Le but de cette partie
est de calculer sy, ce qui constitue un résultat dii a Issai Schur (1875-1941). On suit une démons-
tration de 1998, due a Maryam Mirzakhéani (1977-2017, médaillée Fields en 2014).

nn+1)

—1.
2

11. Déterminer s; et s; et montrer que sin > 2, alors n < s, <

» M;(K) = T (K) est commutative, donc s; = dim T;(K) = 1.

» Ei1oE;) = Eq) et By E ) = 0 donc T>(K) n'est pas commutatif. Cela montre (par inclusion et
égalité des dimensions) que tout espace de Schur d’ordre 2 est de dimension < 3, et donc s; < 3.
Par ailleurs, on vérifie immédiatement que D, (K) est un espace de Schur d’ordre 2, ce qui donne
2 < S2.
In fine, sy = 2.

» Soit n > 2. L'encadrement demandé se démontre essentiellement avec les arquments que I'on vient
de donner :

o D, (K) est un espace de Schur d’ordre n, donc s, > dim Dy (K) =n.

o Le méme calcul que plus haut montre que Tn(K) n'est pas commutatif, donc tout espace de
nm+1)

Schur d’ordre n a une dimension < dim Ty, (K) = 3

, ce qui équivaut a I'inégalité large
demandée.

12. Dans toute cette question, qui constitue le cceur de la démonstration, on fixe S, un espace de
Schur d’ordre n + 1. On définit alors

H=snvect (BT ESY, . LENY),  v=snveet (BN EST, BN

T . o T (K) = Ta(K)
et ’application (clairement linéaire) O_.{ M ([M]i,j)

1<ij<n
(a) Montrer que I'image directe Q[S] est un espace de Schur d’ordre n.

» Remarquons déja que Q est bien définie car le « bloc nord-ouest » d'une matrice triangulaire
supérieure est encore triangulaire supérieur.

6/[12]



(b)

(©

(d)

» Image directe d'un sous-espace vectoriel de Ty 1(K) par l'application linéaire QO, Q[S] est déja
un sous-espace vectoriel de T, (K).

» Avant de montrer la propriété de commutation, montrons que () « respecte » les produits, ce
qui montre au passage qu’il s’agit d’un morphisme d’algeébres.
Soit M,N € T,,1(K). Soit i,j € [1,n]. Ona

[Q(MN)]i; = [MNl;; = Z[M]i,k[l\ﬂk,j + Mlijng1 INIn1y; = Z[Q(M)]i,k[Q(N)]k,j»
k=1 T k=l

ce qui conclut.

» Pour tout M',N’ € QIS], on va donc trouver My N € S tels que M’ = Q(M) et N’ = Q(N).
Comme S est un espace de Schur, on a MN = NM, et le fait que Q) soit un morphisme d’algeébres
montre que

M'N’ = Q(MN) = Q(NM) = N'M/,
ce qui conclut.

En déduire que dimV > dim S — s,.
L’application Q) se restreint en une application ¥ = Qg : S — T (K), d'image im ¥ = Q[S] et de

noyau

ker¥ =S Q=80 Veet (B L ES, o B ) = V.

D’apres la formule du rang, on a
dimV =dimS—rg¥ =S —dim Q[S] > S — s,,,
car QIS] est un espace de Schur d’ordre n, donc dim Q[S] < sy,.

Montrer que dimH > dim S — s,,.

T K) — T (K
On procede exactement de méme, avec I'application U : nt1(K) n(K)
M = ([Mi+1‘j+1])]<i,j<n'

En effet, la restriction de U a S sera une application linéaire de noyau H, et dont I'image O[S] est
un espace de Schur d’ordre n.

Montrer que YM € H,VN € V,MN = 0.
SoitMeHetN e V.

n+1 n+1
Par définition, M = Z[M]LkEhk et N = Z[N]i,nHEi,nH-
k=1 i=1
Par bilinéarité du produit matriciel, NM = Z INJins1 M1 kEinp1B1e = 0carn +1 # 1.
1<ik<n

Or MN = NM car N et M appartiennent a un méme espace de Schur, ce qui donne MN = 0.

Déduire de ce qui précede que 2 (sp41 —sn) <N+ 1.

K = T, (K) KM & Th(K)
Posons o : s et : jlad
) X HZXJ' E]J ' y '—)ZUkEkjnJr].
j=1 k=1
11 s’agit de deux applications linéaires et injectives (par liberté d'une sous-famille de la base cano-
nique), dont les images respectives sont Vect(Eq1,...,E1nq1) et Vect(Eqnq1, ..., Enginyg1) (qui

contiennent donc H et V).
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13.

14.

15.

En particulier, et B induisent des isomorphismes o' [H] — Het B~ [V] — V.
Pour tous x,y € K", un calcul direct montre que x(x)B(y) = (xly) E1ns1.

La question précédente montre donc que les sous-espaces vectoriels o' [H] et ' [V] sont orthogo-
naux. D’aprés le résultat montré dans les préliminaires, cela entraine

dimH+ dimV = dimo 'H] + dim ' [V] < n + 1.

Grice aux questions précédentes, on en déduit 2(dimS — s,) <n+ 1.

Comme I'espace de Schur utilisé dans la démonstration est quelconque, on peut en choisir un de
dimension maximale, et obtenir 2(sp 1 —sn) <N+ 1.

Montrer que pour toutn > 1, spn41 < n4+n+letsy <n?+1.

Pour tout p € N*, ona

2(s2p — s2p—1) < 2p donc  syp —s2p—1 <P
2(s2p1 —s2p) < 2p + 1 donc  sypi1—S2p <Py
d’ot il vient syp 1 — Spp—1 < 2p.
Soit n € N*. Par télescopage, on a ainsi
n n
st =) (Sopp1—Szp-1) +51<2) pHl=nm+N+T=n+n+1.
p=1 p=1

Notons que cette formule est également valable pour I'entier 0. On peut donc l'appliquer a n — 1 et
obtenir

sin < (S2n—son1) F s <n+ (=12 +Mm—1)+1) =n’+1.

A l’aide de S = Vect <{12n} U {Egn)

(i,j) € [Myn] x [[n+1,2n]]}>,montrerque Son=n%+ 1.

B AL | A
S_{<On,n AI“)’?\GK,AGMn(K)},

et on voit facilement que S est un sous-espace vectoriel de To (K), de dimension 1+ n?.
Vérifions que les éléments de S commutent.

Soit M,N € S.
‘ AL, | A ul, | B
2 2 _ n o n
Il existe (A, 1) € K“ et (A,B) € M (K)” tel que M = ( 0 (AL ) et N = ( 0 L )
Un calcul par blocs donne MN = Al | AB + A et NM = HAln | MA +AB = MN.
0 | Auly 0 | pL

S est donc un espace de Schur d’ordre 2. et de dimension n* + 1, ce qui montre I'inégalité manquante
s =nl+1.

Montrer que syn41 = n4+n+l.

Sz{(OM“ | A ),AeK,AeMn,nH(K)}.

n+imn ‘ Al

On pose cette fois

On vérifie que S est un espace de Schur d’ordre 2n + 1 et de dimension 1+ n(n+1) =n? +n + 1.
On obtient ainsi I'inégalité manquante syn41 > n?+n+1.
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16. Soitn > 1 et S un espace de Schur d’ordre n et de dimension sy,.
Montrer que S est une sous-algebre de M, (K).
L'idée est de montrer que la sous-algebre S* engendrée par S et elle-méme un espace de Schur : on a donc
S CS"etsy, =dimS < dimS" < sy, ce qui montre dimS* = dim S, puis ST = S par inclusion et
égalité des dimensions.
11 reste a faire marcher cette stratégie. On peut le faire de maniére élémentaire (I'algebre engendrée par S

est le sous-espace vectoriel engendré par tous les produits Ay --- A;, oitr € Net Ay,...,A; €S, ce qui
contient l'identité quand v = 0) mais il est plus intéressant d’utiliser un peu d’abstract nonsense.

1. On vérifie facilement que l'intersection d’une famille non vide quelconque de sous-algebres de
M, (K) est encore une sous-algebre de My, (K).

2. On note a5 'ensemble de toutes les sous-algebres de My (K) contenant S (qui est non vide, car
Mn(K) € @), puis on définit S* = ﬂ A, qui est donc une sous-algebre de M, (K) d’apres le

N
point précédent.

3. Puisque S est inclus dans tous les éléments de <7, il est inclus dans leur intersection St
4. Comme S est un espace de Schur, S C Ty, (K), donc T (K) € o, et ST C Ty (K).

5. Reste a voir que I'algébre ST est bien commutative.

On va utiliser la remarque (facile a vérifier) selon laquelle, si X C My, (K) est une partie quelconque,
son centralisateur C(X) ={M € M, (K)|VN € X, MN = NM} est une sous-algebre de My (K).

» On commence par vérifier que tout élément de S commute a tout élément de S* : soit M € S.
Comme S est un espace de Schur, ona S C C(S).

Cela montre C(S) € %, et donc St C C(S), ce qui signifie exactement la propriété de commu-
tation annoncée.

» Soit N € S*. D’apres le point précédent, N commute a tout élément de S, c’est-a-dire que
S C C({N}).
Cela montre C({N}) € o, et donc St C C({N}), ce qui montre que N commute a tout élément
deS™.

On a ainsi montré que S* était a la fois une sous-algebre de My, (K) et un espace de Schur contenant S,
ce qui fait marcher notre stratégie.

Partie III. Théoréme de Burnside (1905).

On définit des notions relatives a une sous-algebre A de M, (K).

» Un sous-espace vectoriel V de K™ est dit stable sous A si YM € A,Vx € V,Mx € V.

» On dit que A est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels stables sous A sont {Ogn} et K™.

17. Soitn > 2. On rappelle qu’on a défini a la question [ une sous-algebre Py de M, (K), pour tout
entier q € [1,n—1].

(a) Montrer que Py n’est pas irréductible.
On vérifie facilement que Vect(e, ..., eq) est stable sous Py.

(b) Soit A une sous-algebre de M, (K) non irréductible.
Montrer qu’il existe q € [1,n — 1] et Q € GL,(K) telle que

{@'MQ|Me A} c P,
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Soit V un sous-espace vectoriel stable sous A qui n’est ni {Oxn}, ni K. On peut noter ¢ = dim'V,
qui sera donc un élément de [0,n—1]. Soit # = (f1,...,fq,fqs1,..., fn) une base de K™ adaptée
a ce sous-espace vectoriel (on notera € la base canonique).

Soit M € A, puis u € £ (K") I'endomorphisme canoniquement associé a M.

Pour tout j € [1,q], onau(f;) € V= Vect(fy,...,fq), ce qui montre que

Vi€ [q+ 1,nl, [Matg(u)], . =0.

i
Autrement dit, Matgz(u) € Pg.
Or, en notant Q la matrice de passage Py, € GL(K), on a

Maty(u) = Q' Maty (1)Q = Q'MQ.

On a donc montré YM € A,Q 'MQ € Py, ce qui conclut.

18. Montrer que si V C K" est un sous-espace vectoriel stable sous A, alors V= est stable sous AT.

Soity € V* et M € A. Montrons que My € V*. Soit x € V. Ona <X‘MTy> = (Mx|y). En effet,
n
(xMTy) = 3 MMy
k=1

n n
=) Xk Z M ¢ ye
=1 =

= > xxMlgyy,
(k,0)€l1,n]?

n

et (Mxly) =) (Mx)iys

i=1
n n
=> [ D _Milx | ui
i=1 \j=1
n
= x5 Mli;xj,
i=1

1

et ces deux quantités sont bien égales.
Cela conclut : en effet, V étant stable par A, on a Mx € V donc <X‘MTy> = (Mx|y) = 0.

Cela étant vrai pour tout x € V, on a bien MTy e V™.
19. Montrer que si A est irréductible, alors AT aussi.

Supposons A irréductible. Soit V un sous-espace stable sous AT. D’apres la question précédente, V= est
T

stable sous (AT> = A. Cette derniere étant irréductible, on a V* = {0}, ou V- = K", ce que l'on peut

réécrire dim V+ e {0, n}.

D’apres la question 7., on en déduit que dim V € {0, n}, ce qui prouve V. = {0} ou V.= K", et conclut la
preuve.

20. Montrer que A est irréductible si et seulement si

vx € K"\ {0,y e K", IM € A : Mx = y.
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» Supposons A irréductible et soit x,y € K", avec x # 0. Considérons I'ensemble F = {Mx|M € A}.
On vérifie directement qu'il s’agit d’un sous-espace vectoriel de K. Montrons qu’il est stable sous A.

Soity € Fet N € A. Par définition de F, on peut trouver M € A tel que y = Mx. On a alors
Ny = NMx € F, car NM € A. Comme A est irréductible, on a F = {0} ou F = K". Le premier cas
est impossible, car F contient le vecteur non nul x. On a donc F = K™

En particulier,y € F, ce qui montre qu’il existe M € A tel que Mx =y.
» Réciproquement, supposons l'assertion ¥x € K" \ {0}, Yy € K",3IM € A : Mx = y vraie. Soit

V C K" un sous-espace vectoriel stable, supposé distinct de {0}. On peut donc trouver un vecteur
x € V non nul.

Soit y € K". D’apres 'hypothese, on peut trouver M € A tel que Mx = y. Le sous-espace V étant
stable, on ay € V. Cela démontre que V.= K".

Ainsi, les seuls sous-espaces stables sous A sont {0} et K", ce qui prouve 'irréductibilité.

21. Supposons A irréductible.

(a) Montrer que si A contient une matrice My de rang 1, toutes les matrices de rang 1 de M, (K)
s’écrivent sous la forme UMV, avec U,V € A.

D’apres les préliminaires, on sait pouvoir trouver deux colonnes xo,yo € K" non nulles telles que
Mo = X0 Yg. Soit M une matrice de rang 1, que l'on écrit pareillement xy*, avec x,y € K™

Comme A est irréductible, on peut trouver une matrice U € A telle que Uxy = x.

De méme, I'algébre AT est irréductible, et on peut trouver une matrice V. € A telle que VTyo =y,
ce que I'on peut encore écrire yyV = y'. On a alors UMpV = Uxo 'yoV = xy' = M, ce qui
conclut.

(b) En déduire que si A contient une matrice de rang 1, alors A = M, (K).

Supposons que A contienne une matrice My de rang 1. D’apreés la question précédente, toutes les
matrices de rang 1 s’écrivent sous la forme UMyV avec U,V € A, donc elles sont elles-mémes des
éléments de A.

La sous-algeébre A contient donc en particulier toutes les matrices élémentaires EE?) Puisque celles-
ci forment une partie génératrice de My, (K) et que A est un sous-espace vectoriel de My, (K), on a
A =M, (K).

Dans la suite du probleme, K = C et on considere une sous-algebre irréductible A de M, (C).
On va montrer que A = M,,(C), ce qui est un théoreme di a William Burnside (1852-1927).

» On admet que si E est un espace vectoriel de dimension finie non trivial sur le corps des com-
plexes et que u € Z(E), alors il existe A € K tel que u — Aidg ne soit pas un automorphisme.

22. (a) Montrer quesiT € A vérifierg T > 2, on peut trouver S € A et A € C tels que
1 <rg((TS—AL)T) <rgT.

Cette question est franchement vache.

Remarquons d’abord que quel que soit S € A, la matrice TST stabilise im T, au sens ot Vx € im T,
TSx € imT. On peut donc considérer I'endomorphisme w € £ (im T) défini par x — TSTx. Le
sous-espace vectoriel im T n’étant pas trivial, on peut trouver un nombre complexe A € C tel que
u — Aidim T 1€ s0it pas inversible. Il n’est en particulier pas surjectif.

Cela entraine que 'image de (TS — AL, )T est strictement incluse dans im T : en effet,
im ((TS — ALy)T) = (u— Aidjm 1) iM T] = im (u — Aidjpy, 1) & IM T.

Cela prouve que rg ((TS — AI,)T) < rgT.
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23.

24.

On a donc montré que quel que soit S € A, il existait A € C tel que rg ((TS — AL,)T) < rgT. Il
reste maintenant a voir que si I'on choisit convenablement S, la matrice (TS — AL,)T est bien non
nulle.

Pour cela, nous allons utiliser I'hypotheése rg T > 2 : on peut donc trouver deux vecteurs x et
y € C" tels que la famille (Tx, Ty) soit libre. Puisque A est irréductible, on peut choisir S € A de
telle sorte que STx = Ty. On a alors

(TS — ALL,)Tx = TSTx — ATx = Ty — ATx # Okn,

ce qui conclut la preuve.
(b) En déduire que la seule sous-algebre irréductible de M, (C) est M;,(C) elle-méme.

Soit A une sous-algebre irréductible de M,,(C). On va montrer qu’elle contient une matrice de
rang 1. Considérons {rg M |M € A\ {0}} : il s’agit d’un ensemble d’entiers naturels non nuls, non
vide (il contient rg 1, =n), donc il possede un élément minimal v € N*.

La question précédente montre que v = 1 : dans le cas contraire, si T € A était une matrice de
rang v, la matrice (TS— AL, )T € A construite i la question précédente aurait un rang appartenant
a [1,r—11, ce qui contredirait la définition de .

La sous-algebre A contient donc une matrice de rang 1. D’apres la question A =M, (C).

Montrer que le théoréeme de Burnside est faux si ’'on remplace C par R.

Je vous laisse vérifier les détails, mais

=1 )

est une sous-algebre irréductible de M, (R), qui n’est bien évidemment pas M, (R).

a,bER}

Application. Soit A une sous-algebre de M, (C). Montrer dim A € [1, n?—n+1]u{n?.

Soit A une sous-algebre de My, (C) de dimension # n*. D’apres le théoreme de Burnside, A n’est pas
irréductible, donc on peut trouver Q € GL(K) tel que A’ = {QJMQ ‘ M e A} C Pg, d'apres la
question

Or, on vérifie facilement que Uapplication M — Q "MQ est un automorphisme de My(K), ce qui
montre que A et A’ sont isomorphes (en tant qu’espaces vectoriels, mais c'est a vrai dire aussi vrai en
tant qu’algebres, méme si on ne va pas l'utiliser). Ainsi, dim A = dim A’ < dimPy =n* —q(n—q).
Une rapide étude de fonction montre que, pour n fixéet q € [1,n — 1], ona q(n — q) < n — 1. Ainsi,

2

dimA <n’—qn—q)<n’—n+1.
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