Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 09

Relations

Exercice 1 (Cloture réflexive et transitive)
Soit R une relation sur un ensemble E. On définit une relation R* sur le méme ensemble, en décidant
que, pour tous x,y € E, ona x R* y si et seulement s’il existe une famille

X =X0yX1yX2yeeeyXn =Y
(oun € N) telle que Vi € [1,n],xi_1 R x4.

1. Montrer que R = R* si et seulement si R est réflexive et transitive.
2. On suppose R symétrique. Montrer que R* est une relation d’équivalence.

3. On considere la relation R définie sur P(N) par VA,B € P(N),ARB & (Ip e N: B=A U{p}).
Décrire la relation R*.

Exercice 2
Soit E un ensemble et R une relation sur E. Montrer qu’il existe un couple de relations (R*, R*) sur E
tel que R°® est symétrique, R® est antisymétrique et

Vxi,x2 € E;x1 Rxa & (%1 R® x ouxy R xq).

Le couple (R®, R?) est-il unique ?

Relations d’ordre

Exemples

Autocorrection A 4
Les relations suivantes sont-elles des relations d’ordre ? Si oui, indiquer si 1’ordre est ou non total.

Par ailleurs, s’ils existent, déterminer le minimum, le maximum et les éléments minimaux et maxi-
maux de 'ensemble considéré.

(i) Larelation <« sur Ry, définie par Vx,y e Rix <y & x<y—1.
(ii) Larelation < sur Ry, définie par Vx,y e Rix <y & (x =youx<y—1).
(iif) La relation < sur R4, définie par Vx,y e R,x Sy & x <y +1.

(iv) La relation de divisibilité |, sur 'ensemble P des nombres premiers.

(vi) La relation < sur 'ensemble P¢(N), définie par VA, B € P¢(N),A < B & |A| < [B|.

)
)
)
(v) La relation d’inclusion C, sur I'ensemble P¢(N) des parties finies de N.
i)
(vii) La relation < sur I’ensemble RY des fonctions a valeurs positives, définie par

vf,g € RR,f <g& (WxeR,f(x) < g(x).

(viii) La relation <, sur RY, définie par Vf, g € REf<, g (3x eR:f(x) < g(x)).
(ix) La relation <aper sur ]R , définie par Vf, g € RR f < Saper § & (FA € R:Wx > A f(x) < g(x)).



Exercice 3. 4

1. On définit la relation 4 sur C par Vz,z' € C,z 1z’ & (Eln eN,z' = 2“).
Est-ce une relation d’ordre sur C?

2. Méme question en considérant la relation 4 sur R.

3. Donner un exemple de parties a deux éléments A C R qui ne soit pas majorée.

Exercice 4.
On considere ’ensemble JF des couples (E, f), ot E est une partiede Ret f : E — R est une application.

On munit J de la relation < définie par

V(L,),(,9) € F,(Lf) < (J,9) & (ICTet gp = ).

1. Montrer que < est une relation d’ordre sur J.
2. Montrer que toute chaine de J est majorée. (On dit que I'ensemble ordonné (J, <) est inductif).

Exercice 5. 9
On considere ’ensemble E = [1, 2n] muni de la relation de divisibilité.

1. Une antichaine A C E est dite maximale si toute antichaine A’ D A vérifie A’ = A.
Donner un exemple, le plus petit possible, d’antichaine maximale dans E.

2. Montrer que le cardinal maximal d"une antichaine de E est n.
Théorie

Exercice 6™ 4
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

» Etant donné une partie A C E, on note
MYA)={MeE|Vae A, a< M} et M (A)={mecE|Vac A,m < a}

les ensembles des majorants et des minorants de A, respectivement.

» On définit la borne supérieure sup(A) comme le minimum de M (A), quand celui-ci existe et, de
la méme fagon, la borne inférieure inf(A) comme le maximum de M~ (A), quand celui-ci existe.

1. Soit A C E possédant un maximum.
Montrer que A posséde une borne supérieure, et que sup(A) = max(A).

2. Soit f : (E, <) — (F, <) une application croissante et A C E. On suppose que A et f[A] admettent
une borne supérieure. Montrer que sup (f[A]) < f (sup(A)).

3. Exemples. Dans les exemples suivants, déterminer si la partie A C E possede une borne supé-
rieure (resp. inférieure), et la déterminer.

@) (E,<)=(R,<)etA=]0,1]; (iii) (B, <) =N, et A={2"IneN};
(ii) (E,<) = (N,[) et A ={12,8}; (iv) (E,<) = (N, [JetA={2"[n e N};

() (E, <) :(RR,g)etA:{fa:x+—>2a(x—a)+a2‘a6R}.

4. Soit O un ensemble. Montrer que dans I'ensemble ordonné (P(Q), C), toute partie possede une
borne inférieure et une borne supérieure, que I’on déterminera.

5. On considere ’ensemble § = {X € P(N)
somme, muni de la relation d’inclusion.

Soit X1, X; € 8. Montrer que la partie {X;, X} possede une borne inférieure et une borne supé-
rieure, que 1’on précisera.

Vx1,%x2 € X, X1 + X% € X} des parties de N stables par



Exercice 7. 9
Soit E un ensemble fini non vide, muni d’une relation d’ordre <.

1. Montrer que E possede au moins un élément minimal (resp. maximal).

2. Un isomorphisme entre ensembles ordonnés est une bijection croissante, de réciproque crois-
sante.

Montrer qu'un isomorphisme f : E — F entre ensembles ordonnés envoie les éléments mini-
maux (resp. maximaux) de E sur les éléments minimaux (resp. maximaux) de F.

3. Classification des petits ensembles ordonnés.

(@) On suppose [E| = 3. Montrer qu’il existe un isomorphisme entre E et 'un (et un seul!) des
cinq ensembles ordonnés représentés par les diagrammes de Hasse suivants.

(b)* Dela méme fagon, classer les ensembles ordonnés a quatre éléments, a isomorphisme pres.

Exercice 8 4
Soit (E, %) et (F, C) deux ensembles ordonnés. On note < et C les ordres stricts associés.

Une application f : E — F est dite strictement croissante si Vx1,x; € E;x1 < x2 = f(x1) T f(x2).

1. On suppose que (E, <) est un ensemble totalement ordonné.

(a) Montrer que toute application strictement croissante f : E — F est injective.

(b) Soit f : E — F strictement croissante et bijective. Montrer que f~' est strictement croissante.
2. Montrer que les deux résultats précédents sont faux si I’'on ne suppose pas que < est total.
3. Soit (E, <) un ensemble ordonné. On munit P(E) de la relation d’inclusion. Montrer que

Y- E— P(E)
Ix—={teElt<x}

est une application strictement croissante injective (c’est le plongement de Yoneda).

Exercice 9" 9

1. Théoreme d’extension de Szpilrajn. Soit (E, 4) un ensemble ordonné et a, b € E deux éléments
incomparables.

Montrer qu’il existe une relation d’ordre < sur E telle que
vx,y € E, (x “you (X,U) = (a»b)) = X< Y.

2. Soit (E,) un ensemble ordonné fini. Montrer qu’il existe une famille (<j,...,<;) d’ordres
totaux sur E tels que

Yy eExdys (x<gyetx < et - etx < y).

On dira que la famille (<;,..., <;) réalise ’ordre .

3. On consideére dans cette question un entier n € N et I’ensemble ordonné (P([1,n]), C).

(a) Montrer qu’il existe une famille (<j,..., <) d’ordres totaux sur P([1,n]) réalisant C.
(b)*" Montrer qu’il n’existe pas de famille (<j,..., <;) d’ordres totaux sur P([1,n]) réalisant C,
siT<m.

Les deux questions précédentes montrent que 1’ensemble ordonné (P(E), C) est de dimension n.



Relations d’équivalence

Exemples

Autocorrection B 4
Les relations suivantes sont-elles des relations d’équivalence ?

(i) Larelation =, définie sur R" (ottn > 2) parVx,y € R, x =, y & Ji e [1,n],xi = y;
(ii) La relation < définie sur R" (ot n > 2) par Vx,y € R",x <y & 3P € GL,(R) : y = Px.
(iii) La relation =jp., définie sur RN par Vu,v € RN yUW=apr V& IN EN:VR 2 Nyup = v,
V)

(i

La relation ~ sur I’ensemble (R*)Y des suites ne s’annulant pas, définie par

vu,v € (R )N, u~ v(:)——ﬂ
Vp NM—+o0o

(v) Larelation || sur P(R) définie par VA,B € P(R),A||B& ANB=0.
(vi) La relation () sur P(R) définie par VA,B € P(R),A(B& ANB # @.

) La relation < sur P(R) définie par VA, B € P(R ),A sSB&S (ACBouBCA).
(viii) La relation d’équipotence ~ sur ’ensemble P(R).

(vii

Exercice 10
Soit n € N*. On considere la relation R définie sur C par Vzi,z; € C,z; R z; & 21 = zj.

Montrer qu’il s’agit d"une relation d’équivalence et déterminer, pour z € C, le nombre d’éléments de
la classe d’équivalence de z.

Exercice 11 4
Soit E un ensemble et A C E.

On définit une relation R sur P(E) par VX, Y € P(E),)XRY & XUA =Y UA.
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. On suppose E fini. Combien R a-t-elle de classes d’équivalence ?

Exercice 12 %
Que dire d"une relation d’équivalence ~ sur R vérifiant

Je>0:VxyeR x—yl<e=xmy?

Exercice 13"
Soit I C P(R) un ensemble de parties. On définit une relation =4 sur RN par

Vf,gE?(R),f%gg{:}EAGfEFIﬂA:g‘A.

onner une condition nécessaire et suffisante sur our que =5 soit une relation d’équivalence.
D dit t suff: t F ¥ soit lat d’ 1

Exercice 14
On définit sur P(N) la relation ~ par

VA,B € P(N),A~B& InecN:A\[0,n] =B\ [0,n].

1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
2. Décrire la classe d’équivalence de @ et de N.
3.% Construire une famille (A;)icn d’éléments de P(N) deux a deux non équivalents.
4.7 Construire une famille (A;);cpy) d’éléments de P(N) deux a deux non équivalents.



Partitions

Exercice 15 v
Soit (An)nen une suite de parties de R strictement croissante (pour 1'inclusion, c’est-a-dire telle que
vneN AL & Anypr). A quelle condition la famille (An41 \ An)nen est-elle une partition de R?

Exercice 16
Soit X et Y deux ensembles et f : X — Y une application. Pour touty € Y, on définit A, = f~' [{y}] C X.

1. Montrer que la famille (A ),cy est un recouvrement disjoint de X.

2. A quelle condition est-ce une partition de X ?

Théorie

Exercice 17
Soit E un ensemble et R une relation transitive et symétrique.

La démonstration suivante semble montrer qu’alors R est aussi réflexive, rendant la définition des
relations d’équivalence donnée en cours inutilement redondante.

Soit x,y € E tels que x R y.
» Par symétrie, on a donc également y R x.
» Par transitivité, on en déduit donc x R x.

On a ainsi montré Vx € E,x R x, ce qui montre que R est réflexive.

Qu’en penser ?

Exercice 18
Si R et § sont deux relations sur un ensemble E, on définit leur composée R o 8 (qui est une relation)
en disant que deux éléments x, z € E vérifient x (R o 8) z si et seulement si

JyeE:xRyety3z

1. Soit R une relation d’équivalence sur E. Déterminer R o R.

2. On dit que deux relations R et 8 commutent siRo8& =8 o R.

On suppose que R et § sont des relations d’équivalence. Montrer que R et 8§ commutent si et
seulement si R o § est une relation d’équivalence.

3. On dit que deux relations d’équivalence R et § sont indépendantes si

Va,be E,dc€E:aRcetbSc.

Donner un exemple non trivial de relations d’équivalence indépendantes et un exemple non
trivial de relations d’équivalence non indépendantes.

4. Montrer que deux relations d’équivalence indépendantes commutent toujours.

5. Montrer le théoréeme de Dubreil-Jacotin (1939) : deux relations d’équivalence R et § commutent si
et seulement si on peut trouver une partition E = U E; telles que :

1

(i) chaque E; est une union de classes de R et également une union de classes de §;

(ii) pour tout i, les relations induites par R et 8 sur E; sont indépendantes.



Mélange (et ensembles quotients)

Exercice 19" (Préordres)

1. Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~. On suppose I'ensemble quotient E/~
muni d’une relation d’ordre <.
Montrer que la relation <~ définie sur E par

\v/xl)xz € E)Xl <N X2 & [X1]~ < [X2]~

est une relation réflexive et transitive.
2. Réciproquement, soit E un ensemble muni d'une relation < réflexive et transitive.

(a) Montrer que la relation ~ définie sur E par
Vx1,x €EExi ~x2 & (x1 < x2etxa < x7)
est une relation d’équivalence.
(b) Montrer qu’il existe une relation d’ordre <°* sur E/~ telle que
\V/XHXZ € E)X1 I X2 < [X1]~ 4. [X ]~-
3. Identifier la relation ~, 'ensemble quotient E/~ et la relation d’ordre <* dans les cas suivants :
(i) E =Z et < est la relation de divisibilité;
(ii) E = P¢(N) et < est la relation définie par VA,B € P¢(N),A < B & |A| < [B|;
(iii) E = P(R) et < est la relation définie par VA,B € P(R),AUR™ CBUR".

Exercice 20"
» Etant donné deux ensembles totalement ordonnés (E, <g) et (F, <g), on munit le produit cartésien
E x F de la relation <j¢, définie par

V(e1, 1), (e2,f2) € Ex F, (e, f1) <iex (€2,2) & (€1 <p e20u (&1 = ez et f; <p 12)).

» Ftant donné un ensemble totalement ordonné (X, <£x), et deux éléments x1,x2 € X, on définit
Uintervalle ouvert ]x1,x2[y = {x € X|x1 <x x <x x2}. L'ensemble ordonné est alors dit discret et sans

extrémité siVx € X, Ix ", x" € X: |x7,x [, = {x}.
» Un isomorphisme entre ensembles ordonnés est une bijection croissante de réciproque croissante.

1. Montrer que <j¢x est une relation d’ordre total.
2. Montrer que si (F, <g) est discret et sans extrémité, alors (E x F, <jex) 'est également.
3. Soit (X, <x) un ensemble ordonné discret sans extrémité.
(a) Soit x € X. Montrer qu’il existe un unique couple (x~,x") € X tels que |x~,x" [, = {x}.
On définit les relations — et < sur X par

x1 = x2 & (x1 <x x2 et Ixy,x2[y fini)

Vx1,%2 € X
1) &2 Nx exe (X]—)XzOUXzHX]).

(b) Montrer que + est une relation d’équivalence sur X.
¢) Montrer que, pour tout x € X, il existe une application strictement croissante , : Z —
Montrer que, pour tout X, il exist pplication strict t croi t Z — X
dont I'image est la classe d’équivalence [x]..
d) Montrer qu’il existe une relation d’ordre total <°® sur ’ensemble quotient X* = X/ telle
q q
que la surjection canonique (X, <x) — (X*, <*) soit croissante.

(e) Montrer qu’il existe un isomorphisme entre (X, <x) et (X* x Z, <°).



