Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 11

Anneaux, corps

Anneaux

Autocorrection A v
Dans cet exercice, B désigne a chaque fois une partie d’'un anneau A (muni des lois d’addition et de
multiplication usuelles). Déterminer si B est un sous-anneau de A.

() A=Z,B=N;

.. k
(ii) A:R,B:{mn

keZ,neN } est I’ensemble des nombres décimaux ;
(i) A=My([R),B=14 (¢ ©

- 2 7 - O O
(iv) A =M;(R),B=5,(R);

aGZ};
M, (C), B =Mn(R);

A= RN B est ’ensemble des suites convergeant vers 0;

)
(v) A
(vi)
(vii) A =RY, B est I'ensemble des suites convergeant vers 1 ;
(viii) A =RY, B est I’ensemble des suites convergentes ;
(ix) A =RE, B est’ensemble des fonctions paires.

Autocorrection B 4
Soit A un anneau et B un sous-anneau.

1. A-t-onen général B* C A*?

2. A-t-onen général BX* = A*NB?

Exercice 17. 9

Soit A un anneau tel que ¥x,y € A, (xy)? = x*y%.

1. Montrer ¥x,y € A, x%y = xyx = yx*.

2. Montrer que A est commutatif.

Exercice 2 ¥
Soit A un anneau et a,b € A.

On suppose que ab est inversible et que b n’est pas un diviseur de zéro.
Montrer que a et b sont inversibles.

Exercice 3 4

Dans un anneau A, une racine carrée de a € A est un élément r € A tel que r=a.

1. Montrer que, dans un anneau intégre, un élément posséde au plus deux racines carrées.

2. Donner un exemple de situation olt un élément d’un anneau possede strictement plus de deux
racines carrées.



Exercice 4*. 1%
Soit A un anneau tel que Vx,y € A, xy = +yx. Montrer que A est commutatif.

Exercice 5 v
On rappelle qu'un élément x € A est dit nilpotent si In € N : x™ = 04.

Dans toute la suite, A est un anneau et x,y € A.

1. Donner un exemple d’élément (non nul) nilpotent dans un anneau commutatif, et un autre dans
un anneau non commutatif.

2. Un anneau est dit réduit si 0o est son seul élément nilpotent.
Montrer que tout anneau integre est réduit et donner un exemple d’anneau réduit non intégre.

3. (a) On suppose xy nilpotent. Montrer que yx 'est.

(b) Trouver un exemple de situation o1 ’'on a, pour un certain n € N, (xy)™ = 0a # (yx)™
4. (a) Onsuppose A commutatif et x, y nilpotents. Montrer que xy et x + y sont nilpotents.
)

(b) Donner un exemple de situation ot x et y sont nilpotents mais ni xy ni x + y ne le sont.

Exercice 6" (L’arnaque d’Eilenberg-Mazur)
Soit A un anneau.

1. Soit x € A nilpotent. Donner un sens a 1’élément Z x* et montrer que 1 — x est inversible.
keN
2. Soit x,y € A nilpotents. Montrer 1 —xy € A* = 1 —yx € A*.

3. Montrer a nouveau le résultat de la question précédente sans supposer x et y nilpotents.

Exercice 7.
Soit A un anneau.

1. Montrer que sil’entier n € N* vérifie n 1o = 04, alors Vx € A,nx = 0a.

2. En déduire qu’il n’existe pas d’anneau A dont le groupe additif soit isomorphe au groupe Q/Z
des rationnels quotienté par la relation de congruence modulo 1 (qui est bien un groupe pour
l'addition « usuelle »).

Exercice 8"
Montrer qu’il n’existe pas d’anneau dont le groupe additif soit isomorphe au groupe (R/2nZ, +).

Morphismes

Exercice 9

1. Soit A un anneau. Déterminer tous les morphismes d’anneaux Z — A.

2. Donner un exemple d’anneau tel qu’il n’existe pas de morphisme A — Z.

Exercice 10 4

1. Montrer que tout endomorphisme de ’anneau Z est 1'identité. Méme question pour Q.
2. Soit @ un endomorphisme d’anneaux R — R.

(a) Montrer que Vx € Q, @(x) = x.

(b) Montrer que @[R}] C R’ et en déduire que @ est une application croissante.

(c) En déduire que ¢ = idg.
3. Montrer qu’il y a exactement deux endomorphismes ¢ de C tels que Vx € R, ¢(x) = x.
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Exercice 11°.

Une fonction R — R est dite polynomiale a coefficients entiers s’il existe d € Net ag,...,aq € Z tels que
d
I'on ait f: x — Z ap x~.
k=0
1. Montrer que I'ensemble P des fonctions polynomiales a coefficients entiers est un sous-anneau
de (RR» + )

2. Soit A un anneau.
Montrer que I’ensemble des morphismes d’anneaux P — A est en bijection avec A.

Exercice 12"
Déterminer les anneaux A tels qu’il existe a la fois un morphisme d’anneaux Q) — A et un morphisme
d’anneaux Z/27. — A.

Exemples

Exercice 13
Pour tout d € N, on note

() e

Montrer que tout sous-anneau de 7? est égal a Ay, pour un certain d € N.

x =y (mod d)}.

Exercice 14 (Entiers de Gauss et d’Eisenstein) 4

1. Soit A =Z[i] ={a+1ib|a,b € Z} I'ensemble des entiers de Gauss.
(a) Montrer que A est un sous-anneau de C.

(b) Montrer que Vz € A, 2> € N et en déduire 'égalité A* = ANT, puis la description
complete de A*.

(c) Identifier le corps des fractions Frac(A), en tant que sous-corps de C.

2. Reprendre toutes les questions avec 'ensemble Z[j] ={a + jb|a,b € Z} des entiers d’Eisenstein.

Exercice 15"
Soit A — {a+b\f2‘ a,b e Z}.

1. Montrer que A est un sous-anneau de R.

2. En montrant au passage qu’un tel endomorphisme doit nécessairement envoyer v'2 sur +v/2,
montrer que I'anneau A n’a que deux endomorphismes : idj et un endomorphisme non trivial
que 'on notera c.

3. Montrer que pour toutx € A,onax+c(x) € Zetxc(x) € Z.
4. En déduire que A* ={x € Alxc(x) = £1}

5. Montrer que A est infini.



Mélange

Exercice 16 (Anneaux connexes)
Dans tout I'exercice, A désigne un anneau commutatif non nul.

» Un élément p € A est dit idempotent si P’ =p.

» L’anneau A est dit connexe si, étant donné deux anneaux R et S et un isomorphisme A — R x S,
onaRouSnul

1. Montrer que A est connexe si et seulement s’il possede exactement deux idempotents : 05 et 14.
2. En déduire que tout anneau integre est connexe.
3. Montrer que C°(R) est connexe mais que C°(R*) ne lest pas.

4. Soitt,s € N*. Montrer que les anneaux produits Z" et Z° ne sont isomorphes que si r = s.

Exercice 17" (Anneaux booléiens) Q
Un anneau (A, +, -) est dit booléien siVx € A, x* = x.

Pour tout ensemble E, montrer que (P(E), A, N) est un anneau booléien.
Quels sont les anneaux booléiens intégres ?

Montrer qu’un anneau booléien est commutatif.

L .

Anneaux booléiens finis. Soit A un anneau booléien fini non nul. Le but de cette question est de
construire un ensemble fini E tel que A soit isomorphe a 'anneau P(E) de la premiére question.

(a) Montrer que la relation < définie sur A par
Vx,y EAx<y&xy=x

est une relation d’ordre.

(b) Montrer que I'ensemble M des éléments minimaux de (A \ {0}, <) est non vide, et que 'on
avVx e A\{0,Im e M : m < x.

(c) Montrer ¥x € A,¥Ym € M, mx € {m,0a}.

(d) Montrer que I'application suivante est un isomorphisme d’anneaux :

JA— P(M)
Ix—={meM|m<x}.

5.7" Donner un exemple d’anneau booléien qui ne soit isomorphe a aucun P(E).



Corps

Autocorrection C -
Les anneaux commutatifs suivants (tous munis des lois usuelles) sont-ils des corps ?

(i) L'anneau produit R?;

k
N D—
(i) L'anneau {] o

ke Z,ne N} des nombres décimaux

(iii) L'anneau de matrices { (g 2) a,be ]R} ;
(iv) L’anneau de matrices { <S _ab> a,b e (C} ;
(v) L'anneau de matrices { <1C31 2(?) a,be R} ;
(vi) L’anneau de matrices { <g 2;) a,be Q}.
Exercice 18 (4

Soit d € Z\{0, 1} un entier quadratfrei (ou sans facteur carré, c’est-a-dire que le seul carré parfait divisant
d est 1, ou encore que |d| est un produit de nombres premiers tous différents).

On note alors

d id>0
Pa = {\F S et Kqg ={a+bpgla,beQ}.

i4/Id] sid<0

1. Montrer que K4 est un sous-corps de C.

2. Montrer que tout élément de K s’écrit de maniere unique sous la forme a+bpg, pour un certain
couple (a,b) € Q°.

3. Soit 6 € Z\ {0, 1} quadratfrei.
Montrer que 1’équation x> = § posséde une solution dans K4 si et seulement si § = d.

4. Soit d,d € Z\{0, 1} deux entiers quadratfrei différents. Montrer K4 # Kjs, et méme que les corps
K4 et K5 ne sont pas isomorphes.

5. Montrer que K4 admet deux morphismes K4 — C, et deux automorphismes, que 1’on précisera
a chaque fois.

Exercice 197" 9

Soit K = Q[v/2] = {a—i—bxﬁ%—c%‘a,b,ce@}.

1. Montrer que K est un sous-corps de C.

2. Montrer qu’il existe exactement trois morphismes de corps K — C, que I’on précisera.

3. Déduire de ce qui précede que idk est le seul automorphisme de K.

Exercice 20. ¥
On admet 'existence d"un corps a quatre éléments F; = {0, 1, a, b}.

1. Montrer que ab = 1.
2. Déterminer la caractéristique de Fy.
3. En déduire les tables d’addition et de multiplication de F;.

4. A quels groupes connus sont isomorphes les groupes additif (Fs, +) et multiplicatif (F, ) ?
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Exercice 21.
Dans cet exercice, K est R ou C. On fixe M € M, (K) et on note

A =KM] ={a+bM|a,b € K}.

1. Montrer que M? € A et en déduire que A est un sous-anneau commutatif de M (K).
2. Que vaut A si M est scalaire ? De maniere générale, montrer VA € K, K[M] = K[M — AL].
3. On suppose maintenant M non scalaire.

(a) Montrer que si M et N € M;(K) sont deux matrices semblables, alors les anneaux K[M] et
K[N] sont isomorphes.

(b) Montrer que si M admet une valeur propre double dans K, alors A n’est pas réduit, c’est-
a-dire qu’il contient un élément nilpotent non nul.

(c) Montrer que si M admet une valeur propre dans K, alors A n’est pas integre.
(d) Montrer que si K = R et que Spy (M) = &, alors A est un corps.

A quel corps connu est-il isomorphe ?

Morphismes

Exercice 22
Soit K et L deux corps de caractéristiques différentes.

Montrer qu’il n’existe pas de morphismes de corps K — L.

Exercice 23
Montrer que les corps Q, R et C sont deux a deux non isomorphes.

Exercice 24" (Morphisme de Frobenius) 1%C4
Soit p un nombre premier.

1. Montrer que, pour tout k € [1,p — 1], p divise le coefficient binomial (i) .

2. Soit K un corps de caractéristique p. Montrer que

K— K
x = xP

est un morphisme de corps, appelé morphisme de Frobenius.

Exercice 25% Q
Soit K un corps. Montrer que les groupes (K, +) et (K*, -) ne sont pas isomorphes.




