Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 14

Compléments sur les nombres réels

Autocorrection A 4
Soit a un réel tel que Ve > 0,|a| < ¢. Que peut-on dire de a?

Partie entiére

Autocorrection B v
Soit a < b deux réels. Montrer que ‘[a, bl N Z‘ =|b]+[1—al.

Exercice 1. '~
Soit x et y deux réels. Montrer les assertions suivantes.

@ D)+ ly) < e+yl < x) + [y +1.
(ii) Pour toutn € N¥, “T;XJJ = [x].

(i) [2x] = [x) + |[x +1/2].

Exercice 27 ] 1 4
Montrer Vx € R,¥Vn € N*/ | x| + {x+ nJ +--+ {x+ nr_LJ = [nx].

Exercice 3 ;
Etudier la périodicité des fonctions réelles x +— |3x] —3x et x %— V —; J . Dessiner leurs graphes.
Exercice 4
Pour x € R, on note {x} = x — | x| la partie fractionnaire de x.
x +lyl+{z}=1,1
Résoudre le systéme d’équations < |x| + {y} + z =2,2
X+ vy +(z]=3,3.
Exercice 57 (Nombres de Pisot-Vijayaraghavan) 9

34+V17
——

1. Soit o =
(a) Ense rappelant le théoréme concernant ces suites, montrer que la suite (| o™ |), o Vérifie, a
partir d"un certain rang, une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a coefficients entiers.

(b) En déduire que, pour tout n € N*, |x™ | est de méme parité que n.

2. Soit B = 3 + /5. Ecrire un algorithme permettant de calculer rapidement les trois derniers
chiffres avant la virgule de ™, pour de tres grandes valeurs de n. (Pour fixer les idées, disons
que les calculs devraient par exemple rester faisables avec un ordinateur pour n = 10! %00%),

3. Apres avoir identifié la propriété des réels « et 3 utilisée dans les deux exercices précédents, en
inventer un analogue, mettant en jeu un troisieme nombre réel y bien choisi.

Exercice 67 Putnam

Montrer ¥n € N*, {ﬁ+ \/ﬁj = L\/WJ




Densité

Autocorrection C. 4
Soit k > 1 un réel. On note

Dk:{klm‘nezamEN}.

1. Montrer que si r < s sont deux réels tels que s — r > 1, alors le segment [r, s] contient un entier.
2. En déduire que Dy est dense.
3. Comment le résultat précédent permet-il de redémontrer la densité de Q ?

Exercice 7"

1
1. Montrer Yn € N, In(n+ 1) —In(n) < -

2. Montrer que {cos(Inn) |n € N*} est dense dans [—1, 1].

Exercice 8"
Montrer que {v/n —v/m|n, m € N} est dense.

Exercice 9
Soit A, B C R deux parties denses.

1. Montrer que A+ B ={a+b|a € A,b € B} est dense.
2. Montrer que AB = {ab|a € A,b € B} est dense.

Exercice 10
Soit H un sous-groupe strict de R. Montrer que R \ H est dense.

Exercice 11" %
Montrer que {2“3b ‘ a,be Z} est dense dans R ..

Exercice 12" _ 9
On dira qu'une partie A C U est dense dans U s’il existe A C [0, 27}, dense dans [0, 271], et telle que

A= {exp(ioc) ’ S A}
1. Montrer que si A est une partie dense dans U, alors Ré[A] et Im[A] sont denses dans [—1, 1].
La réciproque est-elle vraie ?

. 0
2. Soit © € R. Montrer que {eme ‘ ne Z} est dense dans U si et seulement si e e R\ Q.

Exercice 137"

On dit qu'une partie A C R est dense a l'infini si
Ve >0,I3T >0, vt > T,AN[t—e,t +¢] # 2.

Soit M C R, un sous-monoide de (R, +).
Montrer que soit M est dense a 'infini, soit il existe a > 0 tel que M C aN.
Exercice 1471 X9

Soit E I’ensemble des polyndmes a coefficients dans {—1,0, 1} et A I’ensemble des racines réelles non
nulles des polynémes de E.

1. Montrer que A est stable sous les applications x — —x et x — 1/x.
2. Montrer que A C [-2,2].
3. Montrer que A est dense dans [—2,—1/2] U [1/2,2].
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Bornes supérieure et inférieure

Autocorrection D -
Soit A et B deux parties non vides de R telles que A C B. On suppose que B est bornée. Montrer que
A est bornée et comparer les bornes supérieures et inférieures de A et de B.

Autocorrection E 4
Déterminer, si elles existent, les bornes des ensembles suivants et préciser s’il s’agit d'un maximum
ou d’un minimum.

0 {] neN*}; (v) {(—1)”+]‘neN*};
n n
.. 1 . _ )
(i) {n neN }U{O}, (vi) {]+ (—T1l) neN*};
(iii) {T]L neZ\{O}}; 1
(iv) Ja,b[, pour deux réels a < b; (vii) {(-Un (1 — n) ‘n € N*}.
Exercice 15 4

Déterminer, si elles existent, les bornes des ensembles suivants et préciser s’il s’agit d'un maximum
ou d’un minimum.

(1) {(—1)“—1—]'716[\1*};

n

Exercice 16
On pose E = {

cos(n)

‘ ‘ nec N*}. Déterminer inf E et sup E.

(On pourra admettre cos(1) > 1/2).

Exercice 17

. 1T 1 .
SoitE=<1— ey ' n,m e N* } Montrer que E est borné et déterminer ses bornes.

Exercice 18 4

Soit E = {v/n— |vn||n e N}.
1

1. MontrerVn € N*, vn+1—yn< ——
2

2. Déterminer inf E et sup E.

3. Montrer que E est dense dans [0, 1].

Exercice 19 v

n
XER}.

Soit a1 < --- < a, des réels. Déterminer inf {Z Ix — ai
1. On suppose sup A > 0. Montrer qu’il existe un élément de A strictement positif.

i=1

Exercice 20
Soit A une partie non vide et majorée de R.

2. Onsuppose sup A > 0. Existe-t-il un élément de A positif ?



Exercice 21. 4
Soit A et B deux parties non vides et majorées de R et A € R. On définit les ensembles suivants :

—A ={—x|x €A}, A ={Ax|x € A},
A+B={x+yl(x,y) € A x B}, A+A={x+A|xeA}.

1. Montrer que A U B est majoré et que I'on a sup(A U B) = max(sup(A), sup(B)).

2. Onsuppose que A et B ne sont pas disjoints. Montrer que A NB est majoré et que I'on a I'inégalité
sup(A N B) < min(sup(A),sup(B)). Donner un exemple ot cette inégalité est stricte.

Montrer que —A est minoré et que I'on a inf(—A) = —sup(A).
Montrer que A + A est majoré et que 'on a sup(A + A) = sup(A) +A.
Montrer que A + B est majoré et que I'on a sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

S

Si A > 0, montrer que AA est majoré et que 'on a sup(AA) = Asup(A). Que peut-on dire si A < 0
ouA=07?

Exercice 22
Soit A une partie non vide et minorée de R.

On note m la borne inférieure de A et on pose B = A N]—oco, m + 1]. Déterminer inf B.

Exercice 23 4
Soit A et B deux parties non vides de R.

1. On suppose Vx € A,Vy € B,x < y. Montrer que A est majorée, que B est minorée et que 1'on a
sup A < inf B. Peut-on avoir égalité ?

2. Mémes questions sil’'on suppose Vx € A,Vy € B,x <.
3. Mémes questions sil’'on suppose de¢ > 0:Vx € A,Vy € B,y —x > «.

Exercice 24 (Norme uniforme) 4
On note E ’ensemble des fonctions R — R bornées.

Pour tout f € E, on note ||f||o, et on appelle norme uniforme (ou norme infinie) la borne supérieure
Iflloo = sup {If(t)l | t € R}

1. Soit f € E. Justifier que ||f||o est bien définie.
2. Soit f € E. Montrer I'équivalence f = 0 & ||/f]|o = 0.

(a) Montrer Vf € E,VA € R, | Af|loc < Al [[f]|co-

(b) En utilisant habilement la question précédente, montrer Vf € E,VA € R, ||Af|loc = [Al ||f]|oo-
4. Soitf,g € E. Montrer f+ g € E et ||f + g|loo < ||flloc + [/9]]00-

1 : .
5. Montrer que x T3 2 appartient a E et calculer sa norme uniforme.
X

6. Montrer que arctan appartient a E et calculer sa norme uniforme.

Exercice 25
Soit A C R une partie non vide bornée.

1. Montrer que la borne supérieure sup {\x —yl ’ (x,y) € Az} est bien définie. On 1'appelle diametre
de A, et on la note diam(A).
2. Montrer que diam A = sup A —inf A.



Exercice 26. 4
Soit A une partie non vide de R et x € R. On appelle distance de x a A le réel

d(x,A) =inf{jx — a||a € A}.

1. Justifier que d(x, A) est bien définie.
2. Montrer
vx,y € R, ld(x, A) — d(y)AH < |X_1;J|-

3. Montrer que A = {x € A|d(x,A) = 0}.

Exercice 27 (Théoréme du point fixe pour les fonctions croissantes) ¥
Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction croissante. On veut montrer que f posséde un point fixe, c’est-a-dire
qu’il existe x € [0, 1] tel que f(x) = x. On pose E ={x € [0, 1] | f(x) < x}.

1. Montrer que E posséde une borne inférieure m.
2. Montrer que f(m) minore E.
3. Montrer f[E] C E.

4. En déduire que m est un point fixe de f.

Ce résultat est-il toujours vrai si ’on remplace [0, 1] par [0, 1[?

Exercice 28
Soit f : R — R une fonction majorée. Construire « la plus petite » fonction croissante @ : R — R telle
que f < ¢ (en expliquant en quel sens elle est la plus petite).

Exercice 297" (Théoréeme de recouvrement de Borel) e+
Soit (I;);jej une famille d’intervalles ouverts tels que [0, 1] C U L.
j€]

Montrer qu’il existe Jo C ] fini tel que [0, 1] C U L.
j€Jo

Exercice 30" (Lemme de Cousin)
Soit 5 : [0,1] — R} une application. Montrer qu’il existe une subdivision pointée 5-fine, c’est-a-dire
deux familles (x;)i et (z;){; d’éléments de [0, 1] telles que

Vie [1,n], (z € xi—1,xil et 0 < x; —xi—1 < 8(z1)) .

Exercice 31"+ ENSQ
Soit A C R’ une partie bornée possédant au moins deux points et vérifiant

Ya,b € A,vVab € A.

1. Montrer que A est dense dans [inf A, sup Al.
2. Montrer que AN (R \ Q) est encore dense dans [inf A, sup Al.



