Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 19 (indications)

Analyse asymptotique

Exercice 16
On pourra commencer par constater que le cours affirme que la réponse est oui si I’on fait une
hypothése supplémentaire de régularité sur la fonction.

Exercice 17
Il est possible d’obtenir un tel développement asymptotique a 1’aide du DL, (0) de arctan.

Exercice 19
On reviendra a une traduction, avec des ¢, de I'hypothese asymptotique.

Autocorrection

Autocorrection A.

1
I Y
:

~ oy
n—+oo 3N

(Vi) un = n—>o+oo(n) ’
(vil) up = n—>O+ (n);

Autocorrection B
De la plus forte a la plus faible :

1
> U, =1 —|—nﬂo+Oo <n> 1 (v);

s u—14 O (l):(vim;

n—+oo

> U, —_)Jr—oo> 1: (i), (i1), (iv), (vii);

»up=_0O (1):(ix), (x);

n—+oo

» Uy = o (n):(vi);
n—+oo

» uy = O (n):(iid).
n—+oo



Autocorrection C.
L’'inégalité de 1’énoncé donne

v w
neN 1< & <5,
Un Un
Vn
Comme —t 1, 1e théoreme des gendarmes donne — —— 1, doncu, ~ vy
Up n—+oo U n—-+oo n—-+o00

Autocorrection D
IIn’y a pas d’'implication logique :

» les suites (n + nz)neN et (nz)neN vérifientn +n? ~ n? mais pasm + n=n’+ o (1);
n—+oo n—-+oo

. 1 1 T 1 1 1
» les suites | — et | — vérifient — = — + o (l)maispas — ~ —.
n neN* n nenN* n n n—+o0o n n—+oo N

Remarque. Ces suites ne sont pas définies sur N mais il est facile de contourner cette difficulté,

soit en les prolongeant de fagon arbitraire a N, soit en les décalant, c’est-a-dire en considérant

1
<> , etc. On ignore ici cette subtilité.
n+1 neN

Autocorrection E.

4 13, 23
: x 3 _ o2 3 3y.
(i) eVI+x= 1—1—3x—|—18x T +o0(x%);
(ii) sin(x)In(1+x) = x> — %x +0(x*);
(iii)) V1 +sinx =1+ 1x—1x2—lx +o(x%);
2 8 48
(iv) (e"—1)sinx:xz+%x3+o(x3);
X 1 1
(v) S =1- E)H—TZX +o(x?);
: CcosX l_f _§ 2y .
(vi) e (14+x) —Zx 24ex +o0(x7);

2 1
(vii) (sinx)* =x* — x4+ =x8 + 0(x%);

3 5
L 6
(viii) tanx =x + 3X +15x +o(x°);
oxet B5 794 4
(ix) SN = x — 3x? +7x — <X +o(x");

(x) (cosx)"/*=1— %x+ %xz — 4%X3 +o(x%);

(xi) (24 h)* =16+ 32h + 24h* + 8h® + h* + o(h'%);

1.1
@m\m+h=1+§h—§€+mwy

1 1T 1. 1
— = — _h+-h?+o(h?);
TTatw 2 attgh ol

(xiv) exp(1+h) =e+eh+ Sn2 + Sp3 +o(h?);

2 6
(o) sin (T ) cos (3 (T ) =2 = Dn 22 o,

1 5
(xvi) 4/tan (g + h) =1+h+-h?+Zh3+0(hd);

2t 76

o (O+RIn(I+h) 1 1., 1
— . __n

ovil) =7 2 1t T

(xiii)

h + o(h?).



Autocorrection F.

2

1 1 X
(i) Le dénominateur est —x> + o (x3), donc ~ =x>. Le numérateur est —— + o (x?), donc
3 x—0 x—0 3 2 x—0

1
~ —=x%.0Onadonc
x—0 2

In(1 + x) — sin(x) 3

~ ——

tanx — x x—=0 2%

En particulier, cette fonction diverge en 0 (sa valeur absolue tend vers +00).

(ii) Onatanh ~ h.Parailleurs,
h—0

m(m1+hﬁ—1):hﬂ1+4h+m¥)
— (4h+2n2) + o (4h-+2h?) car 4h + 2h2 —— 0
h—0 h—0

=4h+ o (h)
h—0

~ 4h,
h—0

In(2(1+h)>—1)

~ 4
done T TR =) w0
don In(2(1+h)?—1)

N Tan((+h) —1) noo
2 _
donc In(2x 1) 4,
tan(x — 1) x—1
1 1 sin® x — x3
iii) Ona — — = .
(i) X3 sindx x3 sin’ x
On adéjax’sin®x ~ x°.

x—0
Par ailleurs,

2
=x3 (1—3X + o (x2)>—x3 car—%—>Oet(1+h)3:1+3h+hoo(h)
—

x—0
1 5 5
=7+ %)
1 5
x:O _EX )

Ainsi,
1 1 1
x3 sjn3 X x—0 2x’
En particulier, cette fonction diverge en 0 (sa valeur absolue tend vers +o00).
(iv) Ona

3

x 3
x—arctanx=x— [ x— — + o (x°)
3 x—0

x3

_~ 3
N 3 +xgo(x )



x—0 3
et sinx ~ X3
x—0
X — arctan x 1
donc ——— ~
sin” x x—0 3
X — arctan x 1
donc — =
sin” x x—0 3

(v) On a (cosx)™M = exp (In [x|In cos x). Par ailleurs,

Incosx =In(1+ (cosx — 1))

=(cosx—1)+ o (cosx—1) car cosx—1——0
x—0 x—0
2 2
X 2 X
=——=+4 o (x°). car cosx—1 ~ ——
2 x—>0( ) x—0 2

Par croissance comparée, on a

In|x| x2
In|x| Incosx ~ — X — 0.
x—0 2 x—0

Par continuité de 1’exponentielle, on a

(cosx)mM = exp (In|x|Incos x) —— exp(0) = 1.
x—0

(vi) Ona
(1+h3+701+h)?—-8= (1+3h+ 0 (h)>+7<1+2h+ 0 (h)>—8
h—0 h—0
=17h+ o (h)
h—0
~ 17h
h—0
et 1+h)*+(1+hP-2= (1 +4h+ o (h)> + <1 +3h+ o (h)) -2
h—0 h—0
=7h+ o (h)
h—0
~ 7h.
h—0
. (+npP+70+n)*-38 7
Ainsi, ~ —
(T+h)*+(1+h)pP -2 noo17
(1+h)3+7(1+h)>—38 7
donc —=.
(1+h)?*+(1+h)3—=2 hoo 17
In fine,

X3+ 7x2—8 7
X+ x3 =2 xo1 177




Autocorrection G.

@ [x] ~ x;

X—+00
(i) x4+ 32 —x+2 Zetx4+3x2—x+2 X
2x3 —x x—0 X 2x3 —x x—+o00 2’

(iii) In(1 +x?) —sin(x?) +2cos?’(x) ~ 2Inx;

X—+00
. Inx
(iv) — Nad vVx—1;
1 1 1 1 1 1 1

1
x 14+x 24xx—20x x T4+x 24+%xxo+00x

(v)

) X T
(vi) 1+e® —arctanx ~ T+e+ =;
X——00 2

B X174
(vii) \/\/x+2—\/x+1 e ok
... sin(x) T—X
(viii) 7 sl T
3
(%) VX2 s
\3/;(2+3 X—+00 !
) VXEHT—VX2—1 ~ l;
X—+00 X
L In(x+1) 1
ek AL T .
() Inx x—+o0 xInx’

(xii) Pour tout x > e, on a

wnw_ﬂn(x_”:wn (s M))_wn («(1-1))
:\/lnx+ln (1 +l) —\/lnx+ln (1 —l)

Inx Inx

Inx 1+

Cette expression peut paraitre horrible, mais on a en fait appliqué a fond 1'idée de factoriser par
les termes prépondérants, et on se retrouve maintenant dans une position idéale pour utiliser
desDLdeu— In(T+u)ouur— v1+u.

Or, quand x — +o0,

1 1 1
ln<1—|— =—-+o0|-
X X X
1
In{1+ -
X 1 1
donc = +o0 .
x Inx

Inx ~ xInx

u—0

Inl+u)=14+u+ o (u)
car

Ainsi,

1+

1
In{1+ -
X 1 1
— 2 =1+ +o0
Inx x Inx x Inx



V1 —I—u:1—|—1u+ o (u)
2 u—0

=1 L 1 1 +o0 ] —— 0
= 2 nx %\ xInx €ar 3 X Inx x Inx ) x—+oo

VAR RPN
xInx o \xInx )~ xInx /"’

Exactement de la méme fagon,

n(-) (1),

Inx - 2xInx x Inx

On en déduit

In 1+1 In 1—1
X X 1 1
T+ ——"2 —A\lT+ = +o0

Inx Inx  xInx x Inx

x—0 x Inx’

Ainsi, d’apres les propriétés multiplicatives de I'équivalence,

1
ln(1 —1—;
VIn(1+x) — /In(1 —x) = VInx 1+T_ e

S~
+
—
=]
/}
|
x| =
N~

~ Inx x
x—r+00 x Inx
1
x—)fjroo X‘/II’IX.
(xiii) xIn(x+1)—(x+1)Inx ~ —Inx;
X—+00
xiv) V1+x2—V1—x2 ~ x;
x—0
. 13
(xv) tanx —sinx Bt L
(xvi) In(1+sinx) ~ x;
x—0
(xvii) In(In(14+x)) ~ Inx;
x—0
e
o (™)
(xviii) In(cosx) o n ( > x)
Autocorrection H
L3t —2n? 41 3 (iv) In n+1 L
@ n3+1 N0 En’ n n—+oo 1’
Inn+n—+1 1 .. T s
.. o . V) sinsin— ~ —;
(i) N2 +2n+1 noto0 3n’ @) n? no+oo N2
1 1 ) nzln(1—i—%) nz‘
(i) In <1 * nz+1> oo nE M) T e w



1
(vii) In(n+2) —In(n+1) ~ —;

n—+o0o M /
_ )
(vii)) 2n+Inn?)e ™~ 2ne (+1)

7

n—-+oo
oo InMm?4+1) N 2lnn_
() Tli—Hn—H-oo n’
ikl
X) 5—4—m—— ~ Vn;
VnZ—m+1 notoo
nd—vn24+1 n

(xi)

5(Inn)3 —2n? nSteo 27

1
(XiV) \/Tl+1 —\/Tl—1 n—)’\:&-ooﬁ;

2

xv) VIn(n+1)—In(n—1) ~

n—+00 n’



