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Analyse asymptotique

Généralités

Autocorrection A 41
Soit (un)n une suite réelle. Ecrire les assertions suivantes sous des formes plus simples.
. 1 1
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V) by n—g—oo ? n—>o+oo E n—>o+oo m !

(ifi) n

(Vl) Un = nﬂo+oo(n) - nﬂo+oo(n) 7
(Vll) Un = nﬂq&-oo(n) N nﬂo-&-oo(n) ’
(viii) up =1+ o (1))vn.
n—-+oo
Autocorrection B v

Soit (un )n une suite réelle. Classer les assertions suivantes de la plus forte (c’est-a-dire la plus contrai-
gnante) a la plus faible. Il peut y avoir des ex-aquo.

@) un——1; (Vi) un=_o (n);
n—-+oo n—+00
() un=exp( o (1); Vi) un | oy 1
n P 2l ; n—-+oo
(iil) un = THOﬂ)o(n) ; (viii) up =1+ nﬂoﬂo <n> ;
W un=1+ o 0 ) un=_O (1);
: n—-+oo
®w=1+ o (1); M un=1+ 0O (1)
Autocorrection C 4

Soit (Un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen € (Ri)N telles que wy, S~ U etvVn € Nyu, <v, < wp.
n (oo}

Montrer que v, ~ un.
n—-+oo

Autocorrection D 4
Soit (Un)nen et (Vnlnen € RN, Y a-t-il une implication logique entre les assertions u, ~ vy et

n—-+oo
U, =va+ o (1)?
n—-+oo




Exercice 1.
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles divergeant vers +oo.

On suppose u, = Y (vn).

—+00
Montrer qu’il existe une suite (Wn )nen tellequeun = o (wp)etwy= o  (vn).
n—-+o00 n—-+o00
Exercice 2
Montrer qu'il existe deux suites (Un )nen €t (Vi )nen tellesqueu, = O (vy)sansquevy, = O (uy,)
n—+oo n—-+oo

ouu, = n_}owo(vn).

Exercice 3
Trouver f : R — R telle que I'on ait, pour tout & > 0, les relations de négligeabilité x* = o (f(x))
X—+00
etf(x) = o (e*).
X——+00
Exercice 4
Peut-on trouver f € C°([0, 1]) telle que f(0) =0 et Va > 0,x* = °, (f(x))?
X—
Exercice 5
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.
Déterminer, en justifiant, si chacune des assertions suivantes est vraie ou fausse.
(i) Siuy, ~ wvp,alorse'™ ~ e'm.
n—+oo n—-+oo
(ii) e ~ e sietseulementsiuy —vp= o (1)
n—H—oo n—-+o0o
(iii) Siun ~ vpetu, > 0a partir d'un certain rang, alors In(u,) ~ In(vn).
n—+oo n—-+oo
(iv) Siu, ~ wvpetu, —— +oo,alorsIn(uw,) ~ In(vy).
n—+oo n—-+oo n—+oo
Exercice 6 (4
Classer les suites par ordre de négligeabilité les suites dont les termes généraux sont les suivants.
() T 1 Inn Inn 1 1
n’n2’ n’ n?’lnn’ninn’
2
n o n
(i) n,n?,nlnn,y/nlnn, o
Inn’Inn’
Exercice 7
I~ [
Montrer que Z k! AL
k=0
Exercice 8 : v
Soit u une suite décroissante telle que w, + Wn41 o T Déterminer un équivalent simple de u.
n——+oo
Exercice 9 v

Pour n € N¥, onposeSn—Z \f

1 1
ng(\/TL+1*\/E) <ﬁ-

2. En déduire la limite de (S )nen+, puis déterminer un équivalent simple de (S )nen-.

1. Justifier que pour toutn € N*, on a

2



Développements limités

Exercice 10
R — R

Soit f : . {e_"z cos (e"fz) six #0
x

0 six = 0.

Montrer que ¥n € N, f(x) = oo(xn). Quelle est la classe de régularité de f?
X—

Calculs directs

Autocorrection E v
Déterminer les développements limités suivants.

(i) DL3(0) de x — e*V1 +x; (x) DL3(0) de x — (cosx)"*;
(i) DL3(0) de x + sin(x) In(T +x); (xi) DL1go(2) de x — x*;
(iii) DL3(0) de x — /1 +sinx; (xii) DL,(1) de x +— v/x;
(iv) DL3(0) de x — (e —1)sinx; (xiii) DL, (1) de x ] 1 /
(v) DL,(0) de x — ; X
eX —1 (xiv) DL3(1) de exp;

(vi) DL2(0) de x ~ €% — (14 x)* ;
(vii) DLg(0) de x — (sinx)*; 7T
(viii) DLg(0) de x — tanx; (xvi) DLs (Z) dex — vianx;

(xv) DL, (%[) de x — sin(x) cos(3x) ;

xe X xInx

(ix) DL4(0) de x — P (xvii) DL3(1) de x — 21

Exercice 11.

1. Alaide de la méthode générale de calcul des DL, déterminer un DLg(0) de tan.
2. Retrouver ce DLg(0) a l’aide du théoréeme de Taylor-Young.

Pourquoi est-ce ici une idée raisonnable ?
3. Fcrire un algorithme pour calculer, pour tout entier n € N, le DL,,(0) de tan.

Pour les plus courageux, I'implémenter, et vérifier que la décoration au fond de la salle n’est
pas mensongere.

Exercice 12 4

1. Donner le DL3(0) de x — (14 x)"/*.

2. Donnerles DL3(0) de x — /1 + V1 +x.

Calculs moins directs

Exercice 13

\E—i—x
1+xV3

Soit f : x — arctan

. En commengant par calculer f’, déterminer le DL4(0) de f.



Exercice 14. 4

. R— R
1. Soit f: 2
X — xe* .

(a) Montrer que f est une bijection de R dans lui-méme.

(b) Montrer que sa réciproque f~' admet un développement limité a 'ordre 5 de la forme

1 x)=ax+bxX* + x>+ o (x°).

x—0

(c) En utilisant 1’égalité ' o f = idg, déterminer a, b et c.

2. Suivre le méme schéma pour obtenir un DL3(0) de la réciproque de x — 2x + sinx.

Exercice 15.

11 k
Donner le DL1,(0) de x — In <Z X).
k=0

Exercice 16 ¢
Une fonction paire telle que f(x) =1+ x? + oo(xz) vérifie-t-elle f(x) =1+ x>+ o 0(x3) ?
X— X—

Autres développements asymptotiques

Exercice 17. 9

Pour tout n € N, donner un développement asymptotique de arctan en +oo, a la précision o (x”) .

Exercice 18 4

1. Peut-on trouver a, b € R tels que asinx + bcosx = x + Oo(x5 )?
X—

X+ ax?

2. Parmi les fonctions (fqp)aber définies par fop @ x — sinx — T o’
X

y en a-t-il une qui soit
négligeable (en 0) devant toutes les autres ?

3. Peut-on trouver deux réels a et b tels qu’il existe une constante C vérifiant

1 a b
Z ~ ?
x+ln(1+x)+e"—1 x—>0CX'

Exercice 19" v
1 2n
Soit u € RY une suite telle queun, = o0 — |. Montrer E u, — 0.
n—+oo \ N S n—-+oo

Exercice 20"

= k 1
Donner un développement asymptotique de E sin <2> a la précision o () .
= n n



Applications

Calcul de limites et d’équivalents

Autocorrection F. 4
Etudier les limites des fonctions suivantes, au voisinage du point donné.

g . X — arctanx
i) x o In(1 + x) — sin(x) (en0); (iv) x s 22X (o ),
tanx — x sin” x
In(2x2 —1
(i) x — tna(n(i—ﬂ) (en1); (V) x — (cosx)™X (en 0);
1 1 ' ] x3+7x2 —8
(111) X = g—m (en O), (Vl) X = m (en])
Autocorrection G 4

Donner un équivalent simple des fonctions suivantes, au voisinage du point donné.

. ) 3
(i) x— [x] (en +o0); (ix) x s \/;cz +2 (en +00);
.. Xt +3x2 —x+2 X +3
(i) x — (en 0 et en +00);
2x3 —x (x)xH\/xz—k]—\/xz—](en—{-oo);
(iii) x — In(1 +x?)—sin(x?) +2 cos?(x) (en +00); (i) x In(x +1) 1 (en +o0);
. Inx Inx !
(V) x = —Z== (en1); (xii) x = vVIn(x+ 1) — /In(x — 1) (en +c0);
(V)XHl— 1 n 1 (en 0 et en +00); (xiii) x = xIn(x +1) — (x + 1) Inx (en +o0) ;
X 1;"7( 2+x (XiV)X0—>\/1+X2—\/]—X2(enO);
(vi) x — 14 ¢e* —arctanx (en —o0); (xv) x — tanx — sinx (en 0);
(vii) x \/\/m_ VX+T (en +00); (xvi) x — In(T +sinx) (en 0);
sin(x) (xvii) x — In(In(1 +x)) (en 0);
(viii) x — JX (en 1) ; (xviii) x = In(cosx) (en 7t/2).
Autocorrection H 4
Donner un équivalent simple des suites dont les termes généraux sont les suivants.
q P g
Lot —2n?41 n’ln (14 1) Lo nP—vnZ4+1
——53 7 Vi) —————; S —onl’
@ 2n’ + 1 (vi) tan 7 () 5(Inn)? —2n /
Inn+n+1
.. : P 2) 1 1); o nl+em
W i (vii) In(n +2) . n(nT ) (i) S 3w
(i) In <1 o > / (it (2 s inn)e 1 1
n+1)7 _In(n2+1) (xiif) —— = ——;
o nad () = nelon-
(iv) In n )’ n (xiv) vn+1—vn—1;
Y vnZ+n+1 '
(v) sinsin 2 () Il —nal’ (xv) /In(n+1) —In(n—1).



Exercice 21°. 4

sinx __ (

1. Déterminer un équivalent de x — x sinx)* au voisinage de 0.

2. Déterminer un équivalent de x — sh(sinx) — sin(sh x) au voisinage de 0.

Exercice 22 - - 4
Soit f, g € C*(R) impaires telles que f'(0) = g’(0) = 1. Calculer lim (9(x)) — 9l (X)).

x—0 x6

Exercice 23 X
On considere la suite croissante (u, )nen+ prenant une fois la valeur u; = 1, deux fois la valeur 2, trois
fois la valeur 3, etc.

Donner une expression de u, et en déterminer un équivalent.

Exercice 24" (Formule de Stirling)

n"y/n
On note (Un)neny = (f
en!

) et (Vn)neny = (INunq1 — lnun)neN'
neN

1
ntoo 1212

1. Montrer que v,
2. En déduire que (un)nen croit a partir d’un certain rang et converge vers une limite A > 0.

Remarque. Cela montre n! o~ A vn (%) " Onaen fait A = v2m.
n o
Suites récurrentes et implicites

Exercice 25

1. Soit P € R[X] un polyndme unitaire, de degré 3, possédant trois racines distinctes a, b et c.
Exprimer les coefficients de P en fonction de a, b et c.

Pour toutn € N,onnote P, =X> — (n+2)X> 4+ 2n+ 1)X =1 € R[X].

2. Montrer que, pour n assez grand, P,, possede trois racines an, b et ¢, vérifiant

2n+1

O<apn<l<b,<3< < Cn.

3. Déterminer des équivalents simples des suites a, b et ¢ ainsi définies.

Exercice 26 4
Pour tout n. € N*, soit f,, : x — x° +nx — 1.

1. Montrer que pour tout n € N¥, il existe un unique réel u,, tel que f,(un) =0, etque u, € [O, } .

1
2. Montrer que u, ~ —.
n—oo N

1
3. Donner un équivalent simple de < — un>
n neN*



Exercice 27.

1. Montrer que pour tout n € N¥, I'équation x + Inx = n possede une unique solution dans R,
que 'on notera u,.

2. Montrer queu, ~ n.
n—-+o00

3. Montrer queu, =n—Inn+ o (1).
n—oo

Exercice 28 4
On consideére une suite u € RY telle queVn € Nyup 1 =uy — 3u$1.

. 1 . .
1. Montrer que, siug € } 0, 3 [, alors u est a valeurs strictement positives et converge vers 0.

1
On suppose dans la suite de 1'exercice que uy € ] 0, 3 [

2. Equivalent conjectural.
(a) Pour tous A, x € R, on note (vn)nen = (AN%), cpy-
Donner un équivalent de (V1 — Vi )nen= et de (—3\%) .
(b) Résoudre (a la physicienne) I’équation différentielle y’ + 3y? = 0.
(c) Utiliser 'une ou l’autre des questions précédentes pour conjecturer un équivalent de u.
3. Equivalent, par comparaison a une intégrale.

Un

dt
(a) Montrer que J —
Un 1 t n—o+oo

Uo
(b) En utilisant le théoréme de Cesaro, donner un équivalent de (J t) et en déduire
Un neN
un équivalent de u.

4. Développement asymptotique, via une suite auxiliaire. On définit (Wn )neny = <3u> .
n/ neN

(a) Montrer wy 11 —wn —+> 1 et en déduire a nouveau un équivalent de u.
n—-+0oo
1
(b) Montrer (Wyi1 — (n+ 1)) — (Wp —n) AT

(c) Montrer que cela entrainew, —n ~ Inn.
n—-+oo

(d) En déduire un développement asymptotique a deux termes de u.

Exercice 29 4
Soit u € RY telle que up > 0etVn € N, u, 41 = arctan(u,).

1. Montrer que u est a valeurs > 0 et converge vers 0.

3

u
2. Montrer que Un+1 —Un ~ ——*
n

——, et obtenir un équivalent de u.
—00 3

Exercice 30. 3 X
Soit u € RY définie parup > 0etVn € Nyu, 1 = u, + —. En donner un équivalent.
Un
Exercice 31 1 Mines
On définit la suite x € RY parxo > letVn € Nyxpp1 =xn + T En déterminer un équivalent.
nXxn



Exercice 327, X
Soit x € RY telle que Vn € N,xn 11 = Xn + exp(—xy ). En donner un développement asymptotique a
deux termes.

Exercice 33 4
Soit u € RY telle que up =0etVn € Nyun = Vu, +n2

1. Montrer queu, =n+ O (1).

n—-+oo

2. En déduire que uny1 =n+ 7t.0 (1) et en déduire un développement asymptotique de u
n—-+0o0

a la précision o(1).

1
3. Obtenir un développement asymptotique de u a la précision o <n> .

Etude locale ou asymptotique de fonctions

Exercice 34.
R — R

0 six =0
X — Xz

Soit f :
pp— sinon.
1. Montrer que f possede un développement limité & ’ordre 3 au voisinage de 0 et le calculer.
2. Montrer que f est dérivable sur R. Que vaut f'(0) ?

3. Préciser la position relative de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente au voisi-

nage de 0.
Exercice 35
RJr — R
Soit f : < 0 six=0.
x'T1/% " ginon.

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R,.

2. Montrer que f posséde un développement limité au voisinage de 1 a 1’ordre 3 et le calculer.
Qu’en déduit-on sur le graphe de f?

Exercice 36 4

e . . 1
Etudier au voisinage de 0 la fonction f : x — — — —.
X  arcsinx

(Est-elle prolongeable par continuité ? le prolongement est-il dérivable ? que dire de la position rela-
tive du graphe et de sa tangente ?)

Exercice 37 4

. R} — R
Soit { x — (x+1)e/x

Etudier les asymptotes du graphe de f, et la position relative du graphe et de ses asymptotes.



Autres applications

Exercice 38

1 n
Pour n € N*, on définit u,, = (1 + n) .

1. Montrer que (un)nen+ converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que (un)nen+ est croissante a partir d'un certain rang, par exemple en étudiant le quo-
tient de deux termes successifs.

Exercice 39

1
1. Déterminer un développement asymptotique de x — v/x* + x3 + 1 a la précision e +00.

2. Montrer que I'ensemble E = {(x,y) e 7? ‘ yr=x"+x3 41 } est fini.

Exercice 40
Soit n € N*. On note f = sin". Calculer, pour tout k € [0,n], £(0).

Exercice 41

(n+1)x _ 1

e —1
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

Soitn > 1. Soit f: x —

2. Déterminer le développement limité de f en 0 a I'ordre 3.

n
3. Eninterprétant f comme une somme, retrouver la valeur de Z K3
k=1

Exercice 42
Soit n € N*. En calculant de deux fagons différentes le DL,,(0) de x — (e* — 1)", calculer, pour tout
p € [0,n], la somme

n e (m
kZ(—n k(k>kv.

0



