Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 22 (indications)

Dimension

Exercice 5
On pourra commencer par vérifier que I'ensemble My des matrices magiques pour lesquelles le
nombre m vaut 0 est un sous-espace vectoriel de M isomorphe a M;,_1(R).

Exercice 6
La réponse est T. On peut essayer de le démontrer

» en explicitant une base a T éléments de Pr;
» ou en explicitant un isomorphisme ¢ : Pt — RT.

Dans les deux cas, comprendre ce qui se passe dans les « petits » cas (T = 2, T = 3, etc.) est une bonne
idée.

Exercice 14
On commencera avec profit a étudier les cas de petite dimension en cherchant a analyser la dimension
géométriquement : dans un plan, quelles sont les dimensions possibles pour I'intersection de deux
droites ? dans l'espace, quelles sont les dimensions possibles pour 'intersection de deux droites ? de
deux plans ? d’une droite et d"un plan?

Exercice 19
On commencera par reformuler la question en un énoncé du type « montrer que l’application linéaire
@ : K, [X] — Ky[X] est surjective », pour certaines valeurs de p, q et une application linéaire ¢ bien
choisie.

Exercice 20
Dans chacun des deux cas, on pourra montrer que u induit une application linéaire entre un sous-
espace vectoriel de E et un sous-espace vectoriel de F pertinents, et appliquer le théoreme du rang a
cette application induite.

Exercice 23
On pourra utiliser la propriété universelle de la somme directe pour définir « séparément » w sur
imu et T (en constatant que la définition sur T n’a a vrai dire guere d'importance).

Exercice 34
On n’hésitera pas a utiliser les résultats (hors-programme) vus en cours sur les espaces vectoriels de
dimension infinie. Le cas de K[X] peut donner des idées pour la premiére question.

Exercice 35
On n’hésitera pas a utiliser les résultats (hors-programme) vus en cours sur les espaces vectoriels de
dimension infinie. Le cas de K[X] peut donner des idées.

Exercice 37
On pourra penser a introduire une application linéaire adaptée (par exemple, une application linéaire
dont la non-injectivité fournirait un triplet (A, y, v) tel que celui demandé par ’énoncé).

Exercice 39
On pourra retraduire le fait que les sous-espaces vectoriels sont en somme directe en l'injectivité
d’une application linéaire.




Autocorrection

Autocorrection A

Notons
1 0 1
u=|-1}|, v=|-1], w=[|-2],
1 2 3
et les sous-espaces vectoriels
X
V = Vect(u,v,w) et H= y||x+2y+z=0
z

1. On vérifie par résolution d’un systéeme linéaire (ou a I'ceil nu) que la famille (u, v, w) est liée.
Par exemple, on a la relation de liaison non triviale u +v —w = 0, ce qui montre que

V = Vect(u, v).

Comme les deux vecteurs restants ne sont pas colinéaires, (u,v) est une base de V.
2. On vérifie directement que u,v € H, ce qui prouve que V = Vect(u,v) C H par stabilité par
combinaison linéaire. En considérant les dimensions, on a les inégalités

2=dimV < dimH < dimK3 = 3.

1

Enfin, H # K3 (par exemple | 0 | € H), donc dimH # 3. Cela montre dim H = 2, et I'inclusion
0

V C H est alors une égalité par inclusion et égalité des dimensions.

Autocorrection B.

1. Les ensembles Dy et Py sont des sous-espaces vectoriels de R3, puisqu’ils sont définis comme
des sous-espaces vectoriels engendrés par des familles de vecteurs.
La famille (4 un vecteur) engendrant D est libre, puisque le seul vecteur qui la compose est
non nul. Elle en constitue donc une base, ce qui montre dimD; = 1.
La famille (a deux vecteurs) engendrant P; est libre, puisque les deux vecteurs qui la composent
ne sont pas colinéaires (s’ils 1’étaient, leurs cotes étant égales et non nulles, ils seraient égaux,
ce qui contredit le fait que leurs abscisses ne soient pas égales). Elle en constitue donc une base,
ce qui montre dimP; = 2.

2. Puisque dim D; + dim Py = 3 = dim R3, ona I'équivalence
D ® P, =R3 & D, NP = {0}

Comme D¢ N P; est un sous-espace vectoriel de Dy, de dimension 1, sa dimension est 0 ou 1.
Plus précisément, soit sa dimension est 0, et 'on a Dy N Py = {0} et la supplémentarité des deux
sous-espaces vectoriels, soit sa dimension est 1 et 'on a D; N Py = Dy par inclusion et égalité
des dimensions, et donc Dy C Py.
t
Comme D; = Vect | t |, la condition Dy C P; est en fait équivalente a la condition plus simple
1
t
t | € P; (c’est évident dans le sens direct, et cela provient de la stabilité par combinaison
1
linéaire dans le sens réciproque).



n a alors la chaine d’équivalences
O lors la ch d’ I

t 1 2
t| ebPi & t € Vect t],[1
1 1 1
t 1 2
SIApeR: |t =A(t] +p|l
1 1 1
A2u=t
& le systeme ¢ tA+ p =t d’inconnues A, p, est compatible.
A pu =1,

Apres un calcul soigné, on obtient que ce systéme n’est compatible que sit = 1.
En résumé,
t 1 1 2
» Sit=1,levecteur [ t | = [ 1| appartienta Py = Vect 11,11 (de fait, c’est évident
1 1 1 1
dans ce cas), donc Dy C Py par stabilité par combinaison linéaire.
On a donc Dy N Py = Dy # {0} et les sous-espaces vectoriels D; et P; ne sont pas supplémen-
taires dans R>.
t
» Sit#1,ona |t| &P;doncD; Z Ps.
1
Ainsi, dim(D N P¢) < dim Dy (si on avait égalité, on aurait Dy N Py = Dy par inclusion et
égalité des dimensions, ce qui entrainerait Dy C Py).
Comme dim D; = 1, il vient que dim (D N P;) = 0, donc D; N Py = {0} : les espaces Dy et Py
sont en somme directe.
Puisque dim Dy 4+ dim Py = 3 = dim R?, il s’ensuit que Dy ® Py = R3.
La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc t # 1.

Autocorrection C

1. Faisons-le pour P, le cas de J étant essentiellement le méme.

» Déja,ona0 e P.
» SoitQ,R € PetA € K. On a alors

(AQ + R)(—X) = AQ(—X) + R(—X)
=AQ(X) + R(X) (carQ,R € P)
= (AQ + R)(X),
doncAQ +R € P.

Donc P est un sous-espace vectoriel de Ky, [X].

2. SoitQePnNJ.Onaalors Q(—X) =Q(X)carQ € Pet Q(—X) = —Q(X) car Q € P.
On en déduit Q(X) = —Q(X), donc Q = 0.
L’autre inclusion étant automatique, on a montré P N'J = {0} et donc que P et J sont en somme
directe.

3. On constate directement que

XX, X e et XXX e

Par ailleurs, les deux familles (X%, X2, ..., X") et (X', X3,...,X* ") sont libres. Pour montrer
cela, (au moins) deux arguments sont possibles :

3



» ces familles sont des sous-familles de la base canonique, donc elles sont libres ;

» ces familles sont des familles échelonnées de polynémes non nuls, donc elles sont libres.
Comme la premiere famille a n + 1 vecteurs, on en déduit dim P > n + 1. Comme la deuxiéme
famille a n vecteurs, on en déduit dimJ > n.

4. D’apres la formule de Grassmann, comme P et J sont en somme directe,
dim(P®J) =dimP+dimI>n+1+n.

Or, P @ J est un sous-espace vectoriel de Ky, [X], qui est de dimension 2n + 1.

Cela entraine dim(P @ J) < 2n + 1.

On en déduit que dim(P @ J) = 2n + 1. Les inégalités du raisonnement précédent sont donc des
égalités:onadim®P =n+ 1 etdimJ =n.

Par ailleurs, P & J = K, [X] par inclusion et égalité des dimensions.

Enfin, comme (X%, X2,...,X*") an + 1 = dim P vecteurs et est une famille libre d’éléments de
P, on en déduit que c’est une base de P. De méme, XN, X3, ..., X" ) an = dimJ vecteurs et
est une famille libre d’éléments de J, c’est une base de J.

Autocorrection D

1. Le plus rapide est de constater que f est I'application linéaire canoniquement associée a la
matri 1o -0
atrice | 3 v 4 )

s 4 ot vadirs - =0 .
2. Enrésolvant le systéme (déja échelonné et réduit!) {X y z t—o. On obtient
Y

z
kerf = t z,t e K
z
t
1 0
0 1
=971 +1t ol 1® tekK
0 1
1 0
0 1
= Vect 1110
0 1
1 0
Comme les deux vecteurs (1) et (1) sont non colinéaires, la famille qu’ils forment est libre.
0 1
Puisqu’elle engendre ker f d’apres le calcul qui précede, elle en est une base, ce qui montre que

dimkerf = 2.

3. D’apres la formule du rang, on a
rg f = dimK* — dimker f =4 — 2 = 2 = dim K?,

ce qui montre que f est surjective.



0100
0010
Pour déterminer la dimension de G, il est loisible d’appliquer le théoreme du rang, mais on
peut simplement constater apres résolution du systeme (échelonné réduit!) le définissant que

4. Ona G =ker < >, ce qui montre qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de K*.

1 0
0 0
G = Vect ol 1o
0 1

Ainsi, G est engendré par une sous-famille a deux éléments de la base canonique (qui est libre,
soit par non-colinéarité, soit en tant que sous-famille d"une base), donc dim G = 2.

X
5. Soit g € kerf N G. On a alors
t
X —z = X =0
=0 =0 [L; « L; + L4
Y _~ donc _0 puis
Y . ; yz ;O [L; « L, —L3]

donc x=y=z=t=0,

ce qui démontre que G et ker f sont en somme directe.
Puisque dim G + dimker f = 2+ 2 = 4 = dimK*, on en déduit que

G @ kerf = K4,

ce qui conclut.



