Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 27

Equations différentielles

Calculs

Premier ordre

Autocorrection A 4
Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles précisés.

@ 49 'HJ—OSUTR (vi) y'vV1—x2—y=1sur]-1,1[;

2 = :
(i) y'+2xy — OsurR; (vii) y'chx —yshx =1+ ch’xsur R;

3

(iv) y' +x*y+x* =0surR; (viii) xy’ —2y =x’sinx sur R} ;

)
)
(iii) xy "In(x) — y —3x2(lnx)2 sur 0, 1[;
)
)

1 T T 2
(v) y' —ytanx = cos’ x + Oszxsur]—§>§[; ix) (T+x)y"+ (1 +x)y'—2=0sur]—1,+o0l.

Exercice 1 4
Soitt e Retf:x— anx™+ an_1x""' + -+ a;x + ag une fonction polynomiale de degré n.

1. Montrer que I'équation y' + ay = f(x)e™ admet une solution de la forme x — g(x)e™, ot g est
une fonction polynomiale
» dedegrénsia+Tt#0;
» dedegrén+1sia+71=0.
2. Résoudre les équations différentielles suivantes (on cherchera les solutions réelles) :
() y' +y=(x*—2x+2)e*;
(i) y' —2y =shx —2xchx;
(iii) y' — 3y = xe¥(x + e*).

Deuxiéme ordre

Autocorrection B 4
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R (on cherchera uniquement les solutions a va-
leurs réelles) :

(i) 4y "+ 9y =0; (vii) y” — 3y’ + 2y = e**sin(3x);
(11) "+ iy ‘Hi =0; e (viil) y” — 2y’ + 5y = 4e* cos(2x) ;
iii + +4y=e T+ 1; .

(v) —|—2y —|—y—shx x) y"+y' —2y = cos(x);
(vi) y”" =3y’ +y =sinx + cosx; (xi) y” +y = cos’(x).



Exercice 2.
Soit & € R. Résoudre sur R I'équation différentielle

y//_ (1 + (X)UI-F xy = e(1+oc)x.

Exercice 3 4

1. Montrer que I'équation y” +y = 3x* a une solution polynomiale.
" 2
. . y ' +y =3
2. Résoudre le probléeme de Cauchy {y (0) = Tety'(0) = 2.
Exercice 4
Soit w, 0 € Ry. Résoudre les équations différentielles

y” + w?y = cos(6x) et  y”+ w?y =sin(6x).

Techniques supplémentaires

Exercice 5 (Variation des constantes) 4

_nm
~ T2
homogene associée (EH) : y” +y = 0.

1. On considere, sur [ = } [, 'équation différentielle (F) : y” +y = et I’équation

COSX

Les trois premieéres sous-questions ne servent essentiellement qu’a motiver les conditions (x).

(a) Montrer que les solutions de «"équation différentielle matricielle » (EM): ®' = < 0 ]> @

-1 0
f(x)
f(x)

homogene (EH), ’est-a-dire les fonctions x — (

sont les fonctions de la forme @ : x — ( >, ot f € D*(I;C) est solution de I'équation

cos(x) sin(x)

P 2
_sin(x) cos(x)) A, pour A décrivant C~.

(b) Soit f € D*(;C).

e s ) 2 1s f(x)\ [ cos(x) sin(x)
Montrer qu’il existe A : I — C* dérivable telle que Vx € I, <f’(x) = Zsin(x) cos(x) A(x)

si et seulement s’il existe deux fonctions dérivables A, : I — C tels que

f(x) = A(x)cos(x) + p(x)sin(x)
vx el {f’(x) =—A(x) sin(x) + u(x) cos(x) ()
et que, si la condition (x) est vérifiée, on a Vx € I, A’'(x) cos(x) + p’(x) sin(x) = 0.
(c) Trouver une solution de (E) vérifiant les conditions (%), puis résoudre (E).

2. Utiliser la méthode de la question précédente, appellée méthode de variation des constantes, pour
résoudre les équations différentielles suivantes :

1 B .
@) y" 43y’ +2y = XXZ e, sur R ; (iii) y” — 4y’ +4y =2(x — 2)e*, surR;
* 1
() y"—2y'+y= €Y sur RY ; (iv) y" +4y = 05X sur 10, 7.
sinx
Exercice 6 4

On considere I'équation différentielle (E) : (1 +x?)y” — 2y = 0.

2



1. On suppose que (E) posséde une solution f telle que ¥x € R,f(x) # 0. Soit A : R — R une
fonction deux fois dérivable et g : x — A(x)f(x). Montrer que g est solution de (E) si et seulement

f'(x)

g Y=o

2. Utiliser la question précédente pour résoudre (E).

si A’ est solution de y’ + 2

Exercice 7 ¥
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R.
Q) (1T+x*)y"+2xy’ =0 (on introduira la fonction x — (1 +x?)y’(x));
i (T+ey"+y' —ey=0  (x—y'(x)+yx);
(i) y” +4xy’ + 3+ 4Py =0 (x = e y(x));
v +e —Ze*(l+e — (oe™ + = X — ;
() (14" 2814y — (B + 1y =0 (i 200
V) xy" —(1+x)y'+y=1 (x =y’ (x) —yx);
(vi) xy” +2(x+ Ny’ + (x+2)y =0 (x — xy(x));
(vii) (1+e)y” +2e*y’ + (2e* + 1)y = xe* (x = (14 eX)y(x)).
Exercice 8
Résoudre sur R* ’équation x* + y* — 2xyy’ = 0.
Exercice 9 ¥

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(i) x*y” +3xy’ +y = (x + 1)? sur R* (en « posant x = e' », ’est-a-dire en introduisant la fonction
z:t+— y(e') et en trouvant une équation différentielle satisfaite par z);
(i) (1+x3)2y” 4+ 2x(1 +x*)y’ + 4y = 0 sur R (en posant x = tant);
(i) (1 —x*)y” —xy’+y =0sur]—1,1[(en posant x = sin t).

Equations non résolues, ou non linéaires

Exercice 10
On considere I'équation différentielle

xy' =2y+x (B

sur R. Cette équation n’est pas résolue, c’est-a-dire que le coefficient devant y’ n’est pas 1.

1. En se ramenant a une équation résolue, déterminer I’ensemble 8(R* ) (resp. S(R?.)) des solutions
(a valeurs réelles) de I’équation sur l'intervalle R* (resp. R%).

2. En déduire ’ensemble S(RR) des solutions de (E).

3. Montrer que dans le théoréme de Cauchy linéare vu en cours, on ne peut pas se passer de
I’hypothése selon laquelle 1'équation est résolue.



Exercice 11.
Résoudre les équations différentielles suivantes sur R.

Q) xy' —y—x*=0; W) xy’ + |xJy = x?e ™;
(ii) xy’ +y—x*=0; (vi) (* =Ty’ =xy;
(iii) sh(x)y’ —ch(x)y =1; (vii) x(x + 1)y’ +y = arctanx;
iv) xy' + (x+Ny=x+1; (viii) sin(x)y’ —cos(x)y = 1.
Exercice 12 . «
Soit f € C°(R. ). Montrer que la fonction x — % Jo f admet une limite en 0, que I’on précisera.

En déduire que I'équation différentielle xy’ + y = f(x) a une unique solution sur R* prolongeable
par continuité en 0.

Exercice 13. v
Résoudre I’équation différentielle y’ = 1+ y? sur R.

Equations fonctionnelles

Exercice 14
Montrer que

{fec'®\{-1,0,1)

f’:f}

est un sous-espace vectoriel de C'(R\ {—1,0,1}) et en exhiber une base.

Exercice 15 1 %4
Déterminer {f e C'(R) | ¥x € R, f'(x) 4 f(x) = J f},

0
Exercice 16 4

Soit E = {f € D(R,C) ‘ V(s,t) € R?, f(s +1t) = f(s)f(t)}. On cherche a décrire cet ensemble plus pré-
cisément.
1. Donner des exemples d’éléments de E.
Dans les quatre questions suivantes, on fixe un élément f € E.
Montrer que f(0) € {0, 1}.
Montrer que si f(0) = 0, alors f = 0.
Montrer que V(s,t) € R?, f'(s +t) = f'(s)f(t).

En déduire une équation différentielle vérifiée par f, puis une expression de f.

SANIN LN N

Conclure.

Exercice 17
Déterminer 'ensemble des fonctions f € D(R) telles que V(s, t) € R?, f(s 4+ t) = f(s) + f(t).

Exercice 18
Déterminer 1’ensemble des fonctions f € D(RY.) telles que V(s, t) € R?, f(st) = f(s)f(t).




Exercice 19.
Déterminer 'ensemble des fonctions f € D(R) telles que V(s, t) € R?, f(s 4 t) = ef(s) + e*f(t).

Exercice 20™. %
Déterminer les applications f € C°(R) telles que

TT—X
vx € R, f(x) + 1 :J f.

Exercice 21" 1%4C1

X

Déterminer ’ensemble des fonctions f € D(R) telles que Vx € R, f'(x) + f(—x) = e*.

Etudes qualitatives

Exercice 22

Soit a,b : I — R deux fonctions continues définies sur un intervalle I et xo € I. Montrer que les tan-
gentes en xg des différentes solutions de I’équation différentielle y’ = a(x)y+Db(x) sont soit paralleles,
soit concourantes.

Exercice 23
Soit a,b : R — R continues et y et z deux fonctions dérivables telles que

y(0) = z(0) =0, vx € Ryy'(x) = a(x)y(x) + b(x) et VxR, z(x) <alx)z(x)+b(x).
Montrer que Vx € R, z(x) < y(x).
Exercice 24"

Soit u, « € R. A quelle condition toutes les solutions de y” + (1 —iu)y’ —iuy = ¢** sont-elles bornées
sur R, ?

Exercice 25
Soit a,b € C°(R) et f, g deux solutions de I’équation différentielle y” + a(x)y’ + b(x)y = 0.

On pose w : x — f(x) g’(x) — f'(x) g'(x).

1. Trouver une équation différentielle vérifiée par w.

2. En utilisant le théoréme de Cauchy linéaire, montrer que sont équivalentes :

(1) Ixo € R:w(xo) #0; (ii) Vxo € R,w(xq) #0; (iii) (f,g) est libre.

Exercice 26 (4
Déterminer les (a,b) € R? tels que toute solution de y” + ay’ + by = 0 soit bornée sur R (resp. R).

Exercice 27.
Soit f une solution dey” — 2y’ +y = 2¢*.

1. Montrer que f' > 0= f > 0.

2. Laréciproque est-elle vraie ?



Exercice 28" (Lemme de Gronwall). 9

X

1. Soit C € Retu,v € CO(R,) telles quev > 0etVx € Ry,u(x) <C —i—J u(t)v(t) dt.
0

X
Montrer que Vx € Ry, u(x) < C exp (J v(t) dt).
0
2. Application. Soit H : R — R une fonction k-lispchitzienne et f,g : R, — R deux solutions de
l'équation différentielle (non linéaire) y’ = H(y) (c’est-a-dire que f' =Ho fet g’ = Ho g).
Montrer Vx € R, ’f(x) - g(x)‘ < e [F(0) — g(0)].

Exercice 29"
Soit g : R — R continue et 27-périodique.

1. Montrer que 1'équation y’ —y = g possede une unique solution bornée f.

2. Etudier la périodicité de f.

Exercice 30" X9
Soit f € C'(R,) telle que f'(x) + f(x) I 0. Montrer que f(x) i 0.
Exercice 317" 9

Soit f € C*(R) une fonction telle que Vx € R, f”(x) + f(x) > 0. Montrer que
q q

Vx € R, f(x) + f(x +m) > 0.



