Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 28 (indications)

Séries

Exercice 9
Des termes comme (1 + v/2)"™ apparaissent quand on étudie des suites récurrentes...

Exercice 13.
Le développement asymptotique H, = Inn + v + o(1) pourra étre utile.

Exercice 16.

+o0
o (="
On pourra s’inspirer de la méthode générale vue en cours pour calculer E

n=1

n

Exercice 27
On pourra s’inspirer de la démonstration élémentaire, due a Nicolas Oresme, de la divergence de

T .
Z quis obtient en « faisant des paquets ».
n>1

Exercice 36

. . 1 1 o—1
Pour la deuxiéme question, on pourra montrer que — T~ = ,
M4+ nel noe no

puis appliquer
la question précédente a cette série télescopique.
Exercice 39

On pourra démontrer que pour tout a € {0, 2N, o(a) appartienta [0, 1/3] (resp. [2/3, 1]) quand ap = 0
(resp. ap = 2).

Autocorrection

Autocorrection A
Les relations d’équivalence ou de domination données dans la suite sont parfois le fruit d"un calcul
non trivial.

. a L :
(i) Onansin ( ———— 1:la série diverge grossierement.
n n—-+oo

.. n\n" PUTSNET .
(ii)) Ona (—) —— 400 : la série diverge grossieérement.
2 n—-+oo

2
une série de Riemann (technique standard pour les séries « a I’air exponentiel »).

V" . . .
(111) On a - = (0] — par croissance comparee . la serie converge par comparalson a
n—-+oo nz

1 1 1
(iv) Ona —=1In (1 + ) ~ — :lasérie diverge par comparaison a une série de Riemann.
n—+oo M

vn vn
2
7-[ 7.[ Z . . ~ s . .
(v) Onal—cos— ~ ——:lasérie converge par comparaison a une série de Riemann.
n n—too 21
. (=" +n 1 P N fd .
(vi) Ona ————— ~ —:lasérie diverge par comparaison a une série de Riemann.
nZ+1 not+oon



(vii) On a |a™n!| T +oo dés que a # 0. Ainsi, la série converge (elle est nulle a partir d'un
n——+oo

certain rang) si a = 0, et diverge grossierement dans tous les autres cas.

(viii) Onane V" = par croissance comparée : la série converge par comparaison a une

n—-+oo E
série de Riemann (technique standard pour les séries « a I’air exponentiel »).
(ix) Distinguons trois cas :

» sia <0,lasérie diverge grossierement;

. 1 Inn 1 . R L.
»si0<a<l,ona—= o —— |, et la série diverge par comparaison a une série de
n n—+o0o na
Riemann;
. 3 Inn 1 .
» sia>1,on peut trouver un réell < b <aetona— = o . (par croissance
nae n—+oo \ N

comparée) : la série converge par comparaison a une série de Riemann.

n?4+n+1 2 L R L :
(x) Onaln|{ 5——— ~ — :la série converge par comparaison a une série de Riemann.
n“+n—1/ n-+on
. In(n? +3)v/2" +1 L . »
(xi) On a = — | : la série converge par comparaison a une série de
4n n—+oo \ N

Riemann (technique standard pour les séries « a Iair exponentiel »).

(xii) On a Inn Inn 1 Inn
In(

—— ~ —,donc—= o —_—
In(e" —1) n=+00 n ’ N notoo en —1)

a une série de Riemann.

[ ] 1 s . . .
(xiii) Onay/ch——1 ~ —:lasérie diverge par comparaison a une série de Riemann.
n

> : la série diverge par comparaison

n—+oo N
n \"v
(xiv) Ona | — = o0 — | : la série converge par comparaison a une série de Riemann
n+1 n—+oco \ N

(technique standard pour les séries « a 'air exponentiel »).
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n
(xv) Ona <n sin n) =exp [;n"‘_z + o(n“‘z)] . On montre alors que la série diverge grossiere-

. . . 1 .
mentsi o < 2 et qu’elle converge si « > 2 car son terme général est alors o (2) (technique
n—-+oo n

standard pour les séries « a I’air exponentiel »).

(xvi) Ona ¥n3 +an—v/n2 +3 = (a_3> l—i— 0 <1 )
n—+oo

3 2/n n2

Ainsi,
. 9 . . fa 3\ 1 1 .
» sia# b le terme général est équivalent a 375w et la série diverge par comparaison

£0
a une série de Riemann ;

. 9 1 . . .
>sia=, le terme général est o\ ) et la série converge par comparaison a une série
n—+oo \ TU

de Riemann.
b 1—b 1
(xvii) Onae/"—a——=(1—a)+ ——+ O <2>.Ainsi,
n n n—too \ M
» sia#1,leterme général tend vers 1 — a # 0, et la série diverge grossierement ;

—b - .
, etla série diverge par comparaison

» sia=Tetb # 1,le terme général est équivalent a
a une série de Riemann;

» sia=b =1, leterme généralest O ( — |, etla série converge par comparaison a une
n—too \ N2

série de Riemann.



Remarque : il était habile d’effectuer un développement du terme général avec un terme d’er-

] 7 : * .7 . 7. .
reur en n—>O+ . <nz plutot que d’écrire un terme en = (qui n"aurait pas eu d'importance) puis

1
un terme d’erreuren 0 <2 .
n—-+oo n

In(n)

(xviii) Le terme général est équivalent a 2—_—. Ainsi, en reprenant le résultat d'une question précé-
n

dente, la série converge si et seulement si a > 1.

Autocorrection B

1. Soitn > 1. La comparaison série-intégrale (cas décroissant) donne

JZTIJH dt Zn JZTH»] dt +< 1 ] )
n+1 ntl Vit V2n+1  Vn+1

k=n+

donc
n 1 2n+1 dt 1
- Zio
k;] \/]z Jn+1 t - (ﬁ)
= [Zx/qzn +o(yv/1).
t=n+1
Or,
[z\/qf“m =2(VIn+T—vn+1) =2 <\/2“n+] —\/“:1> Vi~ 2(V2-1) v,
oVl
d’ot1 'on tire
2(V2-1)vn

Remarque. Il serait aussi possible de modifier un peu la comparaison série-intégrale du cours
pour simplifier les calculs ultérieurs : I'inégalité

k4t 1 kodt
Vk>2,J <<J —
Ve Vi kvt

donne, pour toutn > 1,

n n—1 x41 2n 2n k n
dt 1 1 J dt 1 1 J’ dt J 1
—t - — E —+—=< E dt < E = dt,
Jn Vi V2n \F S NG 2n S VA% Ko kT NG n Vit

d’ou l'on tire ki] \}E = Jjn ijEvLO (%) = (\/E— 1) Vn+0 <\%> ol 2 (\fZ— 1) vn.

Deuxiéme remarque. On peut aussi effectuer un « changement d’échelle » intelligent pour se
ramener a une somme de Riemann (ce qui est un autre type de comparaison série-intégrale) :

1&g = Todt /3
e i ;\/f:nz\/mwoo o2,
- n

k: +1

:
i\—‘



2. Soit n > 2. Par comparaison série-intégrale,

J““ dt = 1 J““ dt 1 1 J““ dt 1
7<Z < + — < — +t 7,
;  tint k:Zklnk ;5 tlnt 2In2 (n+1)Inn+1) ; tlnt 2In2

donc (avec une petite idée pour se simplifier les calculs)

LA o qt nodt o dt nodt

— R 1 = _— e ] — ] .
Zklnk L tlntJrO( ) L tlnt+ L tint +o() L tlntJrO( )
k=2 —_—

Or,
Todt N
J Tt~ In(lnt)], =In(lnn) —Inln2 = In{lnn) + O(1).

2

In fine,

= 1 nodt
é klnk L tint +0O(1) =In(Inn) +O(1) o In(Inn).



