Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 31

Espaces euclidiens

Généralités

Exemples d’espaces préhilbertiens

Autocorrection A 1 4

Montrer que I'application (-|-) : (P,Q) — (PIQ) = J P(t) Q(t) dt est un produit scalaire sur R[X].
0

Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, montrer que 'espace E, muni de (-|-), est un espace préhilbertien.

1
(i) E=C'([=1,10), (1) : (f, g) = (flg) = £(0) g(0) + J1 f'(t) g'(t) dt;
(ii) E=RI[X], () : (P,Q) — (P|Q) = ZP
(iii) E=Ru[X], (:[): (P,Q) — (PIQ) = ZP ay), pour ap, ..., a, € R quelconques.

Exercice 2
Soit (an)nen une suite a valeurs dans [0, 1]. On considére 1’application

C°(10,11) x C°([0, 1]) — R
. +o0
ok (f,g) = Y 27" f(an) f(bn).

A quelle condition (-|-) définit-elle un produit scalaire sur C°([0, 1]) ?

Exercice 3"

T
Soit w € C°([—1,1]). On définit l'application (-|-),, : (f,g) — J f(t) g(t) w(t) dt.
0

Montrer que (:|-),, est un produit scalaire sur C°([0,1]) si et seulement si w est & valeurs positives et
que I'ensemble de ses zéros ne contient aucun intervalle non trivial.

Exercice 4" 1 4

Montrer que la formule Yf,g € C'([0,1]), (flg) = J f'g’ + £(1) g(0) + f(0) g(1) définit un produit
0

scalaire (-|-) sur C'([0, 1]).




Propriétés des normes dérivant d’un produit scalaire

Exercice 5 (Stricte convexité de la sphere unité)

1. Soit E un espace préhilbertien et x #y € E deux éléments tels que ||x|| = |Jy]| = 1.
Montrer Vvt € 10, 1[, ||(1 — t)x + ty|| < 1.

2. En déduire que la norme uniforme sur C°([0, 1]) ne dérive pas d"un produit scalaire.

Exercice 67" (Théoréme de von Neumann) %
Soit E un espace vectoriel muni d’une norme || - || vérifiant l'identité du parallélogramme

¥,y € E, [x +yll + [lx = yll* = 2[[x[I* + 2]ly*.

Montrer que la norme || - || dérive d’un produit scalaire.
Exercice 7" 14
n
Soit E un espace préhilbertien, uy,...,u, € EetC € R tels que V(ey,...,eq) € {£1}]", Z gui|| <
i=1
n
Montrer Z w||* < C?
i=1
Inégalités (dont Cauchy-Schwarz)
Autocorrection B 4
Les questions suivantes sont indépendantes.
n
1. Montrer que pour toutn € N, Z <T]z> < 22\ /n 1.
k=0
2. Montrer que, pour tout A € M, (R), [tr Al < v/n||Al], ou || - || désigne la norme euclidienne
canonique sur M, (R).
n n 1
3. Soit x1,...,%n € RY. Montrer (Z xi) X (Z ) > n?.
k=1 =1 Xk

Exercice 8. 5
Montrer VA, B € S, (R), (tr(AB + BA))” < 4 tr(A?) tr(B?).
Exercice 9" (Inégalité de Hilbert). 1%

1 s
1. Montrer VP € R[X},J P? = —iJ P(e')? e do.
-1 0

) ag a
2. En déduire que, pour tous ayp,...,an, € R,ona Z - Z G-

octn k+e+1°



Exercice 10.

T
Soit f : [0, 1] — R continue et positive. On définit, pour tout n € N, le moment s, = J t" f(t)dtetla

0
matrice H,, = (Siﬂ')ogi,jgn e M, 1(R).
1. Montrer VX € R™T XTH, X >
2. En déduire ¥p,q € N, s3,, <
égalité de Cauchy-Schwarz.

0.

S2p S2q, Puis montrer cette inégalité directement a ’aide de 'in-

Exercice 11" (Déterminants de Gram). 4
Etant donné une famille F = (uy,...,u;,) dans un espace préhilbertien E, on définit le déterminant de
Gram (ou gramien)

G(F) = dét ((wihy))T, .

1. On suppose qu’il existe une famille orthonormée B = (ey,...,e,) telle que Vect(es,...,en)
contienne tous les vecteurs de la famille F. Exprimer les coefficients de M = Matg(J) a l'aide
de produits scalaires, et en déduire I'égalité MT M = (i),

2. Montrer que G(J) # 0 si et seulement si J est libre.
3. Montrer que G(J) > 0.

Configurations géométriques

Exercice 12 1%
Soit (vi)f:] une famille de trois vecteurs unitaires d"un espace euclidien E.

N 1 . :
On suppose que quels que soient i # j, (vilvj) = —3 Montrer que les trois vecteurs sont coplanaires.

Exercice 13" (Simplexe régulier)

Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer qu’il existe xg, x1,...,Xn € E unitaires tels que

Vi#j € [0,nl, (xilx;) = —%.

Exercice 14" (Familles obtusangles). ~
Soit E un espace euclidien et (x1, .. ., Xp) une famille de vecteurs de E telle que Vi # j € [1,pl, (xilx;) < 0.

Montrer que p < 1+ dimE.

Exercice 157 1%
Soit E un espace euclidien et x1,...,x, € E tels que Vi #j € [1,p], (xilx;) = —1.

P
1
Montrer Z W < 1. Quels sont les cas d’égalité ?
i=1

Orthogonalité

Exercice 16 4
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d"un espace euclidien E. Montrer

(F+G)*=F-"NnGt e (FNG)t=F-+G



Exercice 17.
Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien et F, G C E deux sous-espaces vectoriels.

Montrer que F et G sont orthogonaux si et seulement si Vu € F,Vv € G, [[u+v| > |Ju]|.

Exercice 18"

1

Dans tout I'exercice, on munit Ry, [X] du produit scalaire défini par (P|Q) = J P(t) Q(t) dt.
0

1. Dans cette question, on fixe n = 2.
(a) Donner une base de Vect(X, X?)*.

(b) Construire A, € R;,[X] tel que VP € R,[X],P(0) = J] Ay (t) P(t) dt.

2. On revient maintenant a n € N quelconque.
(a) Montrer qu’il existe un unique A,, € Ry[X] tel que VP € R,[X],P(0) = r An(t)P(t) dt.
(b) Montrer que deg A, =n.

1
3. Existe-t-il un polyndéme A € R[X] tel que VP € R[X],P(0) = J A(t)P(t) dt?

Exercice 19" (Décomposition QR et inégalité de Hadamard). v
Soit E un espace euclidien de base orthonormée B = (ey,...,en).

1. Groupe orthogonal.
(a) On note O, (R) = {Q € M, (R) ‘ QQT = In}. Montrer que O, (R) est un sous-groupe de
GL,(R), appelé groupe orthogonal.
(b) Montrer VA € O, (R), détA € {£1}.

(c) On considere une famille F de vecteurs de E, et Q = Matg (F).
Montrer que la famille J est orthonormée si et seulement si Q € O, (R).
2. Décomposition QR. Soit M € M, (R). Montrer qu'il existe Q € On(R) et R € T, (R) tels que
M = QR.
3. Inégalité de Hadamard. Montrer VM € M, (R),|détM| < [|[C;(M)]] - - - [|[Cn (M) ]|.

Exercice 20" (Polynomes de Legendre)
On munit I'ensemble C°([—1,1]) du produit scalaire L2

1. Montrer que l'équation différentielle ((1—x*)y’) "4 n(n+1)y = 0 possede une unique solution
polynomiale P;, unitaire et de degré < n, et montrer que celle-ci est de degré n exactement.
2. Montrer que la famille (Py, )ncn est orthogonale. Le réel 1 est-il racine de P, ?
Pn
Pn(1)

3. On appelle n-ieme polynome de Legendre le polyndéme L, =

Montrer que L, est proportionnel a ((1 —X*)") ™,
Distance, projection

Autocorrection C. 4
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E, et p le projecteur
orthogonal sur E. Montrer Vx € E, d(x, F)? = (xIx —p(x)).




Autocorrection D. «
Calculer les infima suivants :

1

1
(i) inf J (t—(avi+b))’dt; (i)  inf J (£ — (a+bt+ct?))* dt.
(a,b)ERZ Jo (a,b,c)ER2 Jo

Exercice 21.
Soit M € M, (R). Déterminer inf ([Ml;; — [S]i,j)z.

SeSn(R)
Exercice 22
1. Soit (ag,...,an) € R™'. A quelle condition I'application
Rn[X] — R
n
(P,Q) — > Plar)Q(ax)
k=0

définit-elle un produit scalaire sur R, [X] ?
2. On suppose désormais qu’il s’agit bien d’un produit scalaire. En donner une base orthonormée.

3. SoitF = {P € Ry [X]
k=0

n
Z Plax) = O}. Déterminer la distance de X™ a 7.

Exercice 23 4
On munit My (R) de son produit scalaire canonique. Soit M € M, (R) de trace nulle. Calculer

inf{HM — ody — Blnl| ‘ (o, B) € RZ} .

Exercice 24 1 %41

On munit E = R3[X] du produit scalaire (A|B) = J ABetonpose Q=1+X+X+ X € E.
0

1

J] (t* —t)P/(t) dt = J

1. Montrer que F = {P cE
0 0

P} est un sous-espace vectoriel de E.

2. Calculer d(Q,F).

Exercice 25.

1
1. Montrer que (f, g) — (flg) = J (fg+f'g’) est un produit scalaire sur C' ([0, 1]).
0

2. Onpose F = {f € Cz([O, 1])

= f}.Montrer que
Fl— {f e C'([0,1)) ‘ £(0) = (1) = o}.

3. Déterminer une expression explicite de la projection orthogonale de C'([0, 1]) sur F.
4. Soit o, B € R. On pose

Eop = {f e C'([0,1)) ‘ £(0) = o, £(1) = B}.
Montrer 'égalité

2 I(4\2 —
O(f(t) +f(t)7)dt = i

inf

J] (o2 +p2)ch1—2ap
fE€Eq )



Exercice 26"

T
Pour tout polyndme P € R,,_1[X], on note I(P) = J (t" —P(1))
0

2 dt.
n—1
1. Montrer qu’il existe un unique P = Z ai X* € R, _1[X] en lequel I atteint son minimum.
k=0
1 n—1

2. On consideére la fraction rationnelle F = XTnil j_ZO X +C;j+ 7

(a) Calculer F(i) pour tout i € [0,n —1].
(b) En déduire une expression de F.
(c) Calculer F(n), puis en déduire la valeur de I(P).

Exercice 27 ] 4

T T
Soit f € C°([0, 1]) telle queJ f(x) dx = J xf(x) dx = 1. Montrer que J f(x)? dx > 4.
0 0 0

Exercice 28 v
Soit E un espace préhilbertien et p € £(E) un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal
si et seulement si Vx € E, [|p(x)|| < ||x]].

Exercice 29 9

Soit E un espace euclidien possédant une base orthonormée B = (ej,...,en)nen, et p € L(E) le
n

projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel F de E. Calculer Z p(e;) ||? en fonction de dim F.
=1

Exercice 30"

On munit My (R) de son produit scalaire canonique, et on note R = {M € M, (R) |[rgM = 1}.

1. Montrer inf (M-I, =vn—1.
MeR

2. Quels sont les points de R a distance minimale de I, ?
Mélange

Exercice 31" (Un (cas particulier d’'un) théoréme de Grothendieck)

Soit V C C°([0, 1]) un sous-espace vectoriel et A > 0 tels que Vf € V, ||f[loo < A ||f]2.
1. Montrer que V est strictement inclus dans C°(lo, 11).

2. Soit (fy,...,fp) une famille orthonormée de V.

n
Z Cifi

i=1

n
(a) Pour tous cy,...,cn € R, majorer en fonction de Z ciz.

. i=1

P
(b) En déduire que Z fiz < A%
i=1
3. Déduire de la question précédente que V est de dimension finie et que dim V < AZ.

4. Montrer que pour tout n, il existe un sous-espace vectoriel V C Cgm([O, 1]) de dimension n et
tel que Vf € V, ||f]|oo < V1L |f]2-



Exercice 32" (Quadrature de Gauss et théoréme de Stieltjes).

1. Montrer qu’il existe une famille échelonnée de polynomes a coefficient réels (L, )nen telle que
1
vn,m e N, J LnLm = dn m. Cette famille de polyndmes est-elle unique ?
2. Montrer que, pour tout n € N, le polyndme L, possede n racines simples dans ]—1, 1[.

Dans la suite, on les notera —1 < x1,, < - -+ < Xp,n < 1 ces nombres, appelés neeuds de Legendre.

3. (a) Montrer qu'il existe un unique (A1 y,...,Ann) € R™ tel que

1 n
vf e Ry1[X], J f= Ak,n f(xk,n)-
-1 k=1

1 n
(b) Montrer que I'on a méme Vf € Ry, 1[X], J f= Z Ain f(xi,n), et que cette propriété
-1 k=1
caractérise les noeuds de Legendre.

n
4. Soitn € N. Montrer Vi € [1,n],A;, > 0 et calculer Z Ain-

i=1

n
5. Soit f € C° ([=1,1]) et, pour toutn € N, I,, = Z Ainf (Xin)-
i=1

On admet qu’il existe une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers f.

1
Montrer le théoreme de Stieltjes : I, ——— J f.
n—+oo 1

Exercice 33"
Soit E un espace euclidien et u € £(E). On suppose qu’il existe une base B dans laquelle Matg (1) est
triangulaire. Montrer qu'’il existe une base orthonormée B’ avec la méme propriété.

Exercice 34" 4
Soit E un espace euclidien possédant une base orthonormée (ey,...,en).
1
1. Montrer que toute famille (fy,..., fy) de vecteurs de E vérifiant Vk € [1,n], ||fx —ex|| < T est
n

encore une base de E.

2. La propriété reste-t-elle vraie si I'on remplace I'inégalité stricte par une inégalité large ?



