Lycée Louis-le-Grand (MPSI 3) TD 34 (indications)

Probabilités I1

Exercice 7
On pourra utiliser habilement la positivité de 1’espérance.

Exercice 10
Pour l'espérance, le calcul de E(2n — X) est techniquement plus facile. Pour la variance, on pourra
remarquer que celle de X est égale a cellede Y = 2n—X, que 'on peut calculer a ’aide de E (Y(Y—H )).

Exercice 14
On pourra procéder par récurrence, et utiliser la formule des espérances totales.

L'inégalité élémentaire constituant le cas n = 1 pourra étre utile dans la phase d"hérédité.

Exercice 25
On pourra se souvenir de la méthode des indicatrices !

Autocorrection

Autocorrection A

» Ona

E ((x - 1)2) — Y (k—12P(X=k) (transfert)

» Ona

E (ex> = i e*P(X =k) (transfert)




Autocorrection B.
D’apres la formule du transfert, on a
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Autocorrection C
» Il est légitime de modéliser la situation par r variables aléatoires indépendants Xy, ..., X; suivant

toutes la loi uniforme U([1,n]), la i-eme variable aléatoire désignant le numéro du tiroir lequel
est placée la boule numéro i.

D’apres un résultat du cours, c’est d’ailleurs ce qu’il se passerait si on choisissait comme espace
probabilisé fini I’ensemble QO = [1,n]", muni de la probabilité uniforme, et que la i-iéme variable
aléatoire était simplement w = (tj,...,t;) — ti.

» Onaalors T = 1x,—1) + - - - + 1x,-1), ce qui donne, par linéarité de I’espérance,

» De méme,
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=Y P(Xy #j)--P(X; #1) (indépendance)

Autocorrection D

2
1. Soitk € [0,n].OnaPM < k) =P(X <k, Y<k) = <E> , par indépendance.

2. Soitk € [1,n].On a

PM =k —P(M<k —PM<k_1) =& (k=17 2Zk-1

n? n2 B n2
5 (4 1én—1)
On calcule alors E(M = kZ 2k — 1k = )
3. OnaN =X+Y—M, d’ottl'on tire E(N) = (n—i_”é(jn—i_ )

4. On a

i
(n 1)(2n+1)
6n

5. Via la formule de Konig-Huygens, c’est un calcul peu éclairant mais facile :

V(M) = EIM?) —E(M)? =

n+13n2+n—1 (m+1)2n+1)\>  (m+1)mn-1)2n2+1)
n 6 _< 6n ) B 36n2 '

Autocorrection E

On modélise la situation par deux variables aléatoires X,Y : Q — [1,n] telles que

vk e [1,n], P(X=k)= 1

1
T osiick
vke[,nl,Vjell,n], PX=jY=Kk ={k °
0 sinon.
Loi. La variable aléatoire Y est a valeurs dans [1,n].
Quel que soitj € [1,n],ona
n
P(Y=§)=) PX=kY=j)
k=1
n
=) P(Y=jX=KPX=k)
k=1



Espérance. On a

Variance. On a
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On obtient la variance
var(Y) = E (Y2> _E(Y)?
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Autocorrection F.

(i) Clairement U est a valeurs dans {0, 1,2} et V est a valeurs dans {—1, 0, 1}, mais en outre, les deux
nouvelles variables aléatoires prennent automatiquement des valeurs de méme parité. On en
déduit que im(U, V) C {(0,0),(2,0),(1,—1),(1,1)}. On peut alors donner la loi du couple en
listant toutes les possibilités

PU=0,V=0)=P(X=0,Y=0) (car les événements sont égaux)
P(X=0)P(Y =0) (car X 1LY)
(1—p)*
De méme, PU=2,V=0=PX=1,Y=1)
PU=1,V=-1)
PU=1,V=1)

u—

o’
PX=0,Y=1)=p(1—p)
PX=1,Y=0)=p(1—p).

(ii) On voit directement, en n’écrivant que les termes non nuls, que

E(V)=P(V=1)-P(V=-1)=p(1—p)—p(1—p)=0
et EUV)=PU=1,V=1)—PU=1,V=—1)=p(1—p)—p(1—p)=0.

On en déduit que
cov(U,V) =E(UV) - E(U)E(V) =0.

(iii) Les variables U et V sont décorrélées d’apres la question précédente, mais elles ne sont pas
indépendantes. On vérifie en effet (par exemple) que

{P(Uzz)z p? >0 mais  P(U=2,V=1)=0#PU=2PV=1).

P(V=1)=p(1—-p)>0

Autocorrection G

» La premiére inégalité est simplement 1'inégalité triangulaire.

» Pour la seconde, on peut appliquer 1'inégalité de Cauchy-Schwarz aux variables [X| et 1T :

E(X) = E(XI 1) < (/B (1X2) /E(12) = \[E0Q).




