Lycée Henri-IV (PCSI) 30 novembre 2024

Troisiéme composition de mathématiques [corrigé]

Exercice 1

1. Calculer le DL5(0) de x +— e’ sin(x).

Ona
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2. Calculer le DL4(0) de x — 1/cos(x).
Ona
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Exercice 2

1
Dans cet exercice, pour n € N*, on note S,, = Z Pt
— +
1<i,j<n
n n?
1. Montrer Yn € N*, > <SS, < 5
.. . 1 1 1
Pour tous i,j € [1,n],ona2 <i+j < 2n,donc — < < -

n Ci4j o2
En sommant ces inégalités (ce qui revient i encadrer grossierement la somme Sy, qui possede n* termes),
il vient

n 1 n
1= 2 3 shs ) 3=7
1<i,j<n 1<i,j<n
Le but de cet exercice est d’améliorer significativement cette majoration, sans calculer exactement S;,.
2. (a) Question de cours. Montrer Vx € |—1, +oo[,In(1 + x) < x.

Cf. cours.®

(b) En utilisant la question précédente, montrer

> VkeN*,% >Ink+1)—In(k);

> Vk}Z,% <In(k) —In(k—1).

» Soitk e N*.Ona

In(k4+1) —In(k) =1In <kk+1> =In (1 + 1) < %

» Soitk > 2. Ona—% > 1donc
In(k—1) —In(k) =In (k;]> =In (1 —1> < —l.

En multipliant par —1, on obtient In(k) —In(k —1) >

(c) Soit a,b € Ntels que b > a > 2. Montrer

b
In(b+1) —In(a) < )_ % < In(b) —In(a—1).
k=a

Pour tout k € [a,b], on ak > 2 donc on obtient :

Ink+1)—In(k) < - <In(k) —In(k —1).

&=

En sommant ces différentes inégalités, on obtient (par télescopage) :

b b b

In(a+1)—In(b) = ) [n(k+1)—In(k)] = _ 1< > lIn(k) —In(k — 1)] =In(b) —In(a —1).

k=a k=a k=a
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3. Soitn > 2.

77

.] n
(a) En transformantS;,, en une somme de la forme Z Z g montrer S, < Z In (1 + %) .
i=1

i=? k=?

Ona

(b) En déduire S,, <n

Ona

k=1i+j
j=k—1

(ques. préc.)

(ques. 2c)

Remarque. Cet argument était peut-étre exagérément neuneu. En effet, on obtient S, < n In(n + 1),
ce qui était tres légerement meilleur que l'inégalité demandée, par simple majoration grossiere.

4. En étudiant la suite (S, 11 — Sn)nens, montrer Vn € N*| S, <

» Soitn € N*. Ona

n+1n+1 1 n n 1
St Sn—ZZm—ZZﬁ
i=1 j=I i=1 j=I

n
1 1
_2;n+1+k+2n+2
n+1 1 n+2
ZZn+1+k Z 0

<2(In(2n+2) - ln(n + 1))

<2In <2“ + 2) — 21n(2) = In(4).
n+1
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{=n+1+%k
k=f—(n+1)

(ques. 2c)



Notons que ce calcul reste correct pour n = 0 si l'on décide que Sy = 0.
» Soit n € N*. Par télescopage,

n—1 n—1
Sn=5n—S =) (Sky1—Sk) <) In(4)=nln(4).
k=0 k=0

Probléme. Quelques propriétés de la fonction argth.

Partie I. Généralités.

h
1. Montrer que la fonction tangente hyperbolique th = i—h induit une bijection de R sur |—1, 1[.
» La fonction th est continue sur l'intervalle R.

» Sur cet intervalle, elle est strictement croissante (par exemple parce qu’elle est dérivable et que sa
. 1
dérivée — est > 0).
ch
ef—e ™ T—e

» Onath(x) = = 1.
eX+e X 14e 2% xatoo

Par imparité ou en répétant le calcul, th(x) —— —1.
X——00

D’apres le théoreme de la bijection monotone (dans sa version « intervalles ouverts »), la fonction th
induit donc une bijection R — ]—1,1[.

Dans tout le sujet, on notera argth : ]—1, 1[ — R la réciproque de cette bijection.

2. Dessiner le graphe de argth.

11 s’agit du symétrique, par rapport a la droite d’équation y = x, du graphe de th.

3. Montrer que la fonction argth est lisse, et montrer que Vy € ]—1,1[, argth’(y) =

1—y?
La fonction induite th : R — ]—1, 1[ est bijective et lisse, par opérations.
Par ailleurs, pour tout x € R, th'(x) =1 — th?(x) > 0.

Le critére de dérivabilité des fonctions réciproques (dans sa version lisse), entraine donc que argth est
lisse et que, pour tout y € |—1,1],

1 1 1

8t Y) = G argth(y) 1 —th*(argth(y))  T—y*
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4. Soity € R.

(a) Résoudre (sans utiliser argth) I’équation th(x) =y, d'inconnue x € R.

» La fonction th est a valeurs dans |—1,1[. Siy & |—1,1[, I"équation n’a donc pas de solution.
» Supposonsy € ]—1,1[. Soit x € R. On a la chaine d’équivalences

X —X

eX+e™*
Sef—e*=ye +ye
e (l-ylet=0+y)e™

th(x) =y < =Y

—X

1
(:)er:]-FLJ (care*,1—y #0)
1 T+y T+y
Sx==zIn| —= (car > 0).
2 11—y 1—y

. . . 1 1
Dans ce cas, I'équation a donc une unique solution, a savoir 3 In <1+E> .

(b) En déduire une expression de argth mettant en jeu la fonction logarithme.

1 1
Soity € ]—1,1[. La question précédente montre que 7 In <+y

1-y
Comme th : R — |1, 1[ est bijective, cet antécédent est nécessairement argth(y).

> est un antécédent de y par th.

On a donc montré Yy € 1—1,1[, argth(y) = %ln (g)

5. Formule d’addition. Soit a,b € R.

(a) En vous inspirant des formules correspondantes pour cos et sin, trouver des expressions
simples pour ch(a + b) et sh(a + b).

En revenant aux expressions avec les exponentielles, on montre sans difficulté (en développant puis
simplifiant les membres de droite, par exemple) que ch(a + b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) et
sh(a + b) = ch(a) sh(b) + sh(a) ch(b).
th(a) + th(b)

(b) En déduire th(a +b) = T4 thia) th(b)’

On recopie en I'adaptant la démonstration de la formule d’addition de la tangente. On a

sh(a + b)

th{a+b) = ch(a+b)
_ ch(a)sh(b) +sh(a)ch(b)
~ ch(a)ch(b) +sh(a)sh(b)
sh(b) sh(a)

+
_ 1ch(;)1(a)cshh(;1b)) (en divisant en haut et en bas par ch(a) ch(b) > 0)
T thia) ch(b)
th(a) + th(b)

~ 1+ th(a)th(b)’
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Vi +Vv2

6. Addition relativiste des vitesses. Pour tous vi,v; € ]—1, 1], on définit vi & v, = Trvy
1v2

(a) Soitvy,v; € ]-1,1[. Exprimer v; @ v; en fonction de th et argth.

Comme vi,v, € 1=1,1[, on peut écrire vi = th(argth(v)) et idem pour v,. On a alors
th(argth(vy)) + th(argth(v,))

1 + th(argth(vy)) th(argth(v2))

= th (argth(vq) + argth(v;)),

vVidvy =

d’apres la question précédente.
(b) En déduire Yvi,vy,vz € ]=1,1[,vi ® (v2 B v3) = (Vi B Vvy) D vs.
Soit vi,v2,v3 € |=1,1[. En marquant d’une étoile les utilisations de la question précédente, on a
v @ (v; ®v3) = th(argth(v) + argth(v; ©v3))

th(argth(v;) + argth(th(argth(v,) + argth(v3))))
th(argth(vi) + (argth(v,) + argth(v3))).

I

On montre exactement de la méme fagon que

(vi ®v2) @ v3 = th((argth(v;) + argth(v;)) + argth(v3)).

Comme I'addition est associative, ces deux expressions sont bien égales.

Remarque. La question précédente montre en fait que @ est une version déguisée de I'addition. Elle
hérite donc de toutes les propriétés de cette opération. En algebre, on dit que & est obtenue a partir
de + par transfert de structure.

7. Soit n € N. En utilisant sa dérivée, donner un DL;,, ;1 de argth.
Ona

1
—— =T+ x x4 X o (k).

argth’(x) = T

Comme argth(0) = 0 (parce que O = th(0)), on peut primitiver ce DL et obtenir :

3 5 7 xZn—H

argth’(x):x+%+%+i+...+

2n+1
7 e O

. Stricto sensu, il s’agit de ’addition relativiste des vitesses dans des unités dans lesquelles ¢ = 1.
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Partie II. Une jolie somme (Melham-Shannon, 1995).

Dans cette partie, on définit la suite des nombres de Fibonacci (Fp, )nen par :

{ﬁ‘]’z? et VneNF,,=F,+F..

On démontre facilement que la suite (Fy,)nen est croissante : on pourra utiliser librement ce résultat
dans la suite.

8. Montrer Yn € N*, F,_1F, .1 — Ffl = (-1

Pour tout n € N*, on note P(n) l'assertion « F,_1F 1 — Ffl = (—1)" ». Montrons Vn € N*,P(n) par
récurrence.

Initialisation. OnaF, = Fy+F; = 1, donc FoFa—F} = 0x1—1% = —1 = (—1)', ce qui montre P(1).
Hérédité. Soit n € N* tel que P(n). On a alors

FuFni2 = Fiyy = (Fng — Foog) (Fo + Frar) —
= FaFnp1 — FoaFn — FuaFap
=FnFni1 —FugBn— (D)™ + Fﬁ) (d’'apres P(n))
= By (Fug1 — Fog — Fy) — (1)
=0
= (=)™,

ce qui montre P(n + 1) et clot la récurrence.

Remarque. Cette identité sur les nombres de Fibonacci est connue sous le nom d’identité de Cassini.
On pourra la démontrer trés rapidement a 'aide du calcul matriciel : pour tout n € N*, on vérifie

F.i F.\ _ /0 N\"
Fn FT‘H—] - ] ] ’

et on conclut en utilisant la multiplicativité du déterminant : VA, B € M, (R), dét(AB) = dét(A) dét(B).

9. En déduire que Vn > 2, argth ( L > — argth < 1 ) = argth <]>
Fon_1 Fonti Fon

1 1
Remarquons déja que pour tout m > 3, on a Fr, > F3 = 2, si bien que € 10, 1[ et que argth <F>

m m
est bien défini.

Soit m > 2. Calculons la tangente hyperbolique du membre de gauche a I'aide de la formule d’addition
(et de I'imparité d’argth, conséquence de celle de th) :

: : th (argth <F 1 )) —th <argth (F L ))

th <argth <F> _ argth < >> — 2n—11 2n1+1
2n—1 2n+1 1 —th (argth < )> th (argth < ))

Fon Fonti

1 1
Fon1 Fonps
1 1
Fon-1 Fonpa
_ Fonyr —Fong
~ FonaFonygr — 1

1

(en multipliant par Fyn_1Fmi1 > 0)
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_FZn
B
1
_FZn.

(question précédente)

En appliquant la fonction argth de part et d’autre, on obtient 1'égalité demandée.

N
1
10. Soit N > 2. Utiliser ce qui précede pour donner une expression simple de Z argth (F) .
2n

n=2

On utilise la question précédente et on télescope :

N 1 N 1 1
argth | — | = argth — argth
; & (an> ZZ[ & <F2n—1) & <F2n+1>]

n=

1 1
= argth [ — | —argth .
& <F3) & (F2N+1>
N
11. Montrer lim argth <]> = M
N—+o0 i an 2

» Déja, la formule de la question 4 donne

Ty 1 _1 1+1/2\  In(3)
argth<F$>—argth(z)—21n<1_1/2>— >

» Ensuite, nous allons montrer F, ——— +o00. On en déduira Fyny1 ——— +o0, ce qui donnera,
n—-+oo N—+o00

par composition des limites

1 1
— 0 d th th(0) =0
FZN—H N—-+oo one g <F2N+]> N—-+oo ars ( ) ’

ot 'on a utilisé la continuité de argth pour affirmer que argth(x) — argth(0).
X—

Le plus simple est peut-étre de raisonner de maniere indirecte : comme (Fy )nen croit, le théoreme de
la limite monotone entraine que (Fn)nen converge ou diverge vers +oo.

Si (par I'absurde), on pouvait trouver { € R tel que F, T €, on obtiendrait { = {+ ( en passant
n oo

a la limite dans I'égalité Yn € Ny F, 12 = Fny1 + Fy, ce qui donne £ = 0. Cela est absurde car la
limite de cette suite croissante doit notamment étre > F; = 1.

Ainsi, la seule possibilité est F,, ——— +o00.
n—-+oo

Remarque. La version posée contenait une erreur, avec In(3) remplacé par In(2). Mea maxima culpa!
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Partie III. Fonction x de Legendre.

On admet dans cette partie pouvoir trouver une fonction x € C*(]—1, 1[) telle que

X0)=0 et Wxel1,0U10,10x(x) = TN,

12. Montrer que x est strictement croissante.

Nous allons montrer que la dérivée de x (qui existe et est continue, puisque X est lisse) est > 0 sur
Uintervalle ] -1, 1[, ce qui conclura.

th
» Comme V¥x # 0,x'(x) = argx(x) > 0, il suffit de s'intéresser a x'(0).
th
» Le DL de la question 7 montre que argth(x) ~ x, si bien que x'(x) = M — 1.
x—0 X x—0

Comme %' est continue, on a aussi x'(x) — x'(0).
X—

Par unicité de la limite, x'(0) = 1, ce qui conclut.

1—
13. Soit x € ]0, 1[. Justifier que 1'expression argth (X) est bien définie, et la calculer.

T+x
T—x 2 2 1—x
sécri =——1 it 1 1,21, d’oul 2 j 1.
On peut réécrire T x 14« et obtenir 1+x € |1,2[, d’ont T« € ]1,2[ et enfin T x €10,1[
A fortiori, I'expression argth (:;2) est bien définie.
En utilisant la question 4, on obtient
"
1—x 1 1+x 1 (T4+x)+(1—x) 1 2 1
h =-In| ——%| =21 ==In({— | =—=1 .
argt <1+x> 2| T 2n<(1+x)—(1—x) 2"\ x 7 )
T+x
10,1 — R
14. Montrer que la fonction g : X oy <1 — x) est lisse, et calculer sa dérivée.
T+x

La fonction g est lisse en tant que composée de fonctions lisses. Soit x € 10, 1[. On a, notamment grice a
la question précédente :

—X
,(X)_—(1+x)—(]—x)argth<1+x>_ —2 ~Ilnx)  Ix) _ In(x
g x) = (1+x)2 1T—x S0 T=x (1 =x)(T+x)  1—x
1+x T+x

15. Montrer I’existence d"une constante C > 0 telle que

vx €10, 10, X GJF’;) +x(x) = C +In(x) argth(x).



Cette fonction est lisse par opérations. Soit x € 10, 1[. On a

W(x) = In(x) n argth(x) B argth(x) B In(x) 0.
1 —x2 X X 1—x2
La fonction u, dérivable sur l'intervalle 10, 1[ et de dérivée nulle, est donc constante. On peut donc

1—
trouver C € R tel que Vx € 10,1[,x <]+z> +x(x) = C+In(x) argth(x).

En appliquant ce résultat en n'importe quel point xo € 10, 1[ (par exemple xo = 1/2), on obtient I'égalité
=x|—— —1 h(xo).
C=x <1 n Xo) +x(x0) — In(xo) argth(xo). Or,

1— X0
14+ %o
» onaln(xg) < 0et argth(xg) > 0, donc —In(xq) argth(xp) > 0.

Cela montre C > 0.

» la stricte croissance de x montre que X ( > > x(0) = 0 et, de méme x(xo) > 0;

16. Montrer que la fonction x admet une limite finie en 1.

On remargue que — 1—x
1X
que que @ T+ x

est une involution de l'intervalle ouvert 10, 1 qui vérifie @ (x) — 0.
X—

Soit x € 10, 1[. En appliquant la relation de la question précédente a ¢ (x), on obtient

x(x) = C+1In(e(x)) argth(@(x)) —x(@(x)).

Or,

» Le développement limité de la question 7 montre que argth(u) ~o
u—

On en déduit que In(u) argth(u) ~ In(u)u, qui tend vers 0 quand u tend vers 0, par croissance

u—0
comparée.

Ainsi, In(u) argth(u) —— 0, donc In(@(x)) argth(¢(x)) —— 0 par composition des limites.
u—0 x—1
» Par continuité en 0, x(u) —— x(0) = 0, donc x(¢@(x)) — 0.
u—0 x—1

Par opérations, cela montre x(x) ﬁ C.
X—

2
. . . . T
Remarque. Avec les outils du cours de deuxiéme année, on peut montrer que C = 11]mX =5

17. Déterminer la suite (X(“) (0)) N des dérivées en 0 de la fonction .
ne

Soit N € N.

» Comme la fonction x est lisse, le théoreme de Taylor-Young donne un DLyn1(0) :

2N+1 X(n) (O)

x(x) = Z o X"+ o(x*NF1).

n=0

» Par ailleurs, le DL obtenu a la question 7 donne

) — argti‘(x) _ % i lejk:1 4o | = i 2]?24]:1 4 o)
k=0 k=0
Comme x(0) = 0, on en déduit, par primitivation des DL :
N o2k
x(x) = % e T o(x*N*1).
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Par unicité du DL, on en déduit

(
VN € N*,vn € [0,2N + 1], X2 = o
n! —  sinestimpair,
n

n(0) {O si T est pair
=41
ce qui est une maniére compliquée de dire
0  simest pair
vn e N,x™(0) = { n!

) sin est impair,

Partie IV. Inégalité de Zhu-MaleSevi¢ (2019).
Tt
[O, 5 [ — R
) _21n<1+sin(9)>
cos(0) cos(0) )

0 —sin(0)+
18. Enl’étudiant, montrer que la fonction h est positive.

Soit h:

Les dénominateurs ne s’annulant jamais et toutes les fonctions mises en jeu étant lisses, la fonction h est

lisse, par opérations. Soit © € [O, g { Ona

1 0 sin(0) _Zcos(e)z + (1 +sin(0))sin(0) cos(0)
cos®  cos(0)? cos(0)? 1+ sin(0)
1 n 0 tan(0) _21 + sin(0) 1
cos 0 cos(0) cos(0) 1+ sin(0)

h'(8) = cos(0) +

= cos(0) +

_ [cos(8)% + 1+ 6 tan(6) —2}

= _cos(ﬁ)z + 0 tan(0) — 1}

= cos(0) _6 tan(0) — sin(e)z]

= tan(0) [coese — sin(e)] .

0
Or, pour tout © € Ry, onasin(0) < 06 < 050’ donc ce calcul montre que h'(6) > 0.

On en déduit que h est croissante. Comme h(0) = 0, la fonction h est positive.

1+ sin(0
19. Montrer que V0 € [O, n [,ln2 <—|—s1n()> < 0 tan(0).

2 cos(0)
0, TZ[ [ — R
Posons u : i
 — 0tan(0) —In? w .
cos(0)

Cette fonction est lisse par opérations. Soit © € [O, %[ [ Ona
0 1+sin(0) cos(0 1 + sin(0)
'(0) = tan(0 - \
w(6) = tan(6) + cos?(0) cos(0)?2 14 sin(0) n cos(0)
0 2 1+ sin(0) h(0)
= — 1 = .
tan(8) + cos?(0)  cos(0) n < cos(0) > cos(0)
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20.

La question précédente montre donc que u' est positive, et donc que w est croissante.
Comme u(0) = 0, on en déduit que u est positive, ce qui conclut.

X arcsin(x)

En déduire I'inégalité de Zhu-Malegevié : Vx € ]—1, 1[, argth(x)? < .

x arcsin(x)

Les deux fonctions x — argth(x)? et x — étant paires, il suffit de montrer I'inégalité sur

V1 —x2
Uintervalle [0, 1[. Soit donc x € [0, 1[.
On applique la question précédente a © = arcsin(x) (qui vemﬁe donc sin(0) = x). Notons que, comme
= 1 — J1_92
CAS {0, > [, on a cos(x) = 0 et donc cos(x 1 — sin? 1 — 04. On obtient ainsi
1—|—sin(9)> 2( 1T+x > ) X
In? ( < 0 tan(0 donc In < arcsin(x .
c0s(0) ©) N N =
Or,
14+x VIi+xv1+x 14+x 1 1+x
In =In| —————— ) =In = =1In [ —— ) = argth(x),
V1 —x2 V1+xv1—x 1—x 2 1—x
(ce que I'on aurait aussi pu montrer par une étude de fonctions) donc I'inégalité obtenue précédemment
s’écrit argth(x)? < M ce qui conclut
SV e '
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