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Troisième composition de mathématiques [corrigé]

Exercice.

1. Soit n ⩾ 2 et a1, . . . , an ∈ R. Exprimer
∑

1⩽i,j⩽n

(ai − aj)
2 en fonction de

n∑
k=1

ak et
n∑
k=1

a2k.

On développe méticuleusement :∑
1⩽i,j⩽n

(ai − aj)
2 =

∑
1⩽i,j⩽n

(
a2i − 2aiaj + a

2
j

)
=

∑
1⩽i,j⩽n

a2i − 2
∑

1⩽i,j⩽n

aiaj +
∑

1⩽i,j⩽n

a2j

= n

n∑
i=1

a2i − 2

(
n∑
i=1

ai

) n∑
j=1

aj

+ n

n∑
j=1

a2j

= 2n

n∑
k=1

a2k − 2

(
n∑
k=1

ak

)2
.

2. Soit x1, . . . , xn ∈ [2,+∞[. Montrer
x1 + · · ·+ xn

n
− n

√
x1 · · · xn ⩾

1

2n2

∑
1⩽i,j⩽n

(
ln xi − ln xj

)2.
La fonction φ est lisse, et sa dérivée seconde est φ ′′ : x 7→ ex − 2. À ce titre, φ ′′ ⩾ 0 sur [ln 2,+∞[,
donc φ est convexe sur cet intervalle, qui contient par ailleurs les logarithmes ln x1, . . . , ln xn.

On peut alors appliquer l’inégalité de Jensen à cette fonction et ces points. On en déduit

φ

(
ln x1 + · · ·+ ln xn

n

)
⩽
φ(ln x1) + · · ·+φ(ln xn)

n

donc exp
(

ln x1 + · · ·+ ln xn
n

)
−

(
ln x1 + · · ·+ ln xn

n

)2
⩽
x1 + · · ·+ xn

n
−

ln2 x1 + · · ·+ ln2 xn
n

donc n
√
x1 · · · xn −

1

n2

(
n∑
k=1

ln xk

)2
⩽
x1 + · · ·+ xn

n
−
1

n

n∑
k=1

ln2 xk

donc
x1 + · · ·+ xn

n
− n

√
x1 · · · xn ⩾

1

2n2

2n n∑
k=1

ln2 xk − 2

(
n∑
k=1

ln xk

)2
⩾

1

2n2

∑
1⩽i,j⩽n

(
ln xi − ln xj

)2
,

d’après la question précédente.
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Problème A. Encadrement de Shafer-Fink (1995).
Dans ce problème, on montre l’encadrement de Shafer-Fink :

∀x ∈ [0, 1] ,
3x

2+
√
1− x2

⩽ arcsin(x) ⩽
πx

2+
√
1− x2

.

Partie I. Un lemme, une fonction.

On introduit la fonction f :


[
0,
π

2

[→ R

θ 7→ (π− 2θ)(2+ sin θ)
cos θ.

Dans cette partie, on admet le résultat suivant. La partie suivante est consacrée à sa démonstration.

Lemme. La fonction f décroît strictement.

1. (a) En utilisant les propriétés multiplicatives des équivalents, obtenir un équivalent de la fonc-
tion h 7→ f

(π
2
− h

)
quand h→ 0.

Pour tout h ∈
]
0,
π

2

]
, on a

f
(π
2
− h

)
=

(
π− (π− 2h)

) (
2+ sin

(
π
2 − h

))
cos
(
π
2 − h

) =
2h (2+ cosh)

sinh
.

Or, 2+ cosh −−−→
h→0 3, donc 2+ cosh ∼

h→0 3, et sinh ∼
h→0 h.

D’après les propriétés multiplicatives des équivalents, f
(π
2
− h

)
∼
h→0 6.

(b) En déduire que ∀θ ∈
[
0,
π

2

[
, 6 < f(θ) ⩽ 2π.

La question précédente dit simplement que f(x) −−−→
x→0 6. Comme f est strictement décroissante, on

peut en dresser un tableau de variations.

x 0 π/2

f

f(0)

6

Comme f(0) = 2π, on obtient bien l’encadrement demandé.

(c) Soit θ ∈
[
0,
π

2

[
. Transformer l’encadrement précédent en un encadrement de

π

2
− θ.

On a

6 <
(π− 2θ)(2+ sin θ)

cos θ
⩽ 2π

donc 6 cos θ < (π− 2θ)(2+ sin θ) ⩽ 2π cos θ (car cos θ > 0)
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donc
6 cos θ
2+ sin θ

< π− 2θ ⩽
2π cos θ
2+ sin θ

(car 2+ sin θ > 0)

donc
3 cos θ
2+ sin θ

<
π

2
− θ ⩽

π cos θ
2+ sin θ

.

2. (a) Montrer ∀x ∈ [−1, 1] ,
π

2
− arccos(x) = arcsin(x).

Soit x ∈ [−1, 1]. On a

▶ sin
(π
2
− arccos(x)

)
= cos

(
arccos(x)

)
= x ;

▶ arccos(x) ∈ [0, π] donc
π

2
− arccos(x) ∈

[
−
π

2
,
π

2

]
.

Ces deux propriétés montrent que
π

2
− arccos(x) est un antécédent de x par la fonction sinus qui

vit dans le segment sacré
[
−
π

2
,
π

2

]
, c’est-à-dire que

π

2
− arccos(x) = arcsin(x).

(b) Déduire de ce qui précède une démonstration de l’encadrement de Shafer-Fink.

Soit x ∈ [0, 1]. Posons θ = arccos(x), qui est élément de
[
0,
π

2

]
.

▶ Si x = 0, l’encadrement de Shafer-Fink est évident (il dit 0 ⩽ 0 ⩽ 0).

▶ Supposons maintenant x ∈ ]0, 1], si bien que θ ∈
[
0,
π

2

[
.

En lui appliquant l’encadrement de la question 1c, on obtient

3 cos θ
2+ sin θ

<
π

2
− θ︸ ︷︷ ︸

=arcsin(x)

⩽
π cos θ
2+ sin θ

.

Comme cos θ = x et que le cours garantit que sin θ = sin
(
arccos(x)

)
=
√
1− x2, on obtient

exactement le résultat souhaité (avec une inégalité stricte à gauche).

Partie II. Démonstration du lemme.

On introduit deux fonctions g, h :
[
0,
π

2

]→ R par les formules

g : θ 7→ (π− 2θ)(1+ 2 sin θ) − 2(2+ sin θ) cos θ et h : θ 7→ π− 2θ− 2 cos θ.

3. (a) Montrer que ∀θ ∈
[
0,
π

2

[
, h(θ) > 0.

La fonction h est dérivable par opérations. Soit θ ∈
[
0,
π

2

]
. On a h ′(θ) = −2 + 2 sin θ, donc

h ′(π/2) = 0 et ∀θ ∈
[
0,
π

2

[
, h ′(θ) < 0.

Cela entraîne que la fonction h est strictement décroissante. Comme h(π/2) = 0, on en déduit
∀θ ∈

[
0,
π

2

[
, h(θ) > 0.

(b) En déduire ∀θ ∈
[
0,
π

2

[
, g(θ) < 0.

La fonction g est dérivable par opérations. Soit θ ∈
[
0,
π

2

]
. On a

g ′(θ) = −2(1+ 2 sin θ) + (π− 2θ)2 cos θ+ 2(2+ sin θ) sin θ− 2 cos2 θ
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= −2− 4 sin θ+ 2π cos θ− 4θ cos θ+ 4 sin θ+ 2 sin2 θ− 2 cos2 θ

= −2+ 2π cos θ− 4θ cos θ+ 2 sin2 θ− 2 cos2 θ

= 2π cos θ− 4θ cos θ− 4 cos2 θ (car cos2+ sin2 = 1)
= 2h(θ) cos θ.

Cette fois, la dérivée est nulle en π/2 et > 0 ailleurs, donc la fonction g est strictement croissante.
Comme g(π/2) = 0, on a ∀x ∈

[
0,
π

2

[
, g(θ) < 0.

4. (a) Soit u, v,w :
[
0,
π

2

[→ R trois fonctions dérivables telles que w ne s’annule jamais.

Montrer que la fonction
uv

w
est dérivable, et que sa dérivée est du même signe (au sens

strict : < 0, = 0 ou > 0) que u ′vw+ uv ′w− uvw ′.

Par produit, la fonction uv est dérivable, de dérivée u ′v+ uv ′.

Par quotient, la fonction
uv

w
est dérivable, de dérivée

(u ′v+ uv ′)w− uvw ′

w2
.

Comme la fonction w2 est à valeurs strictement positives,
(uv
w

) ′
est de même signe que le numé-

rateur (u ′v+ uv ′)w− uvw ′ = u ′vw+ uv ′w− uvw ′.

(b) En déduire la décroissance stricte de f, ce qui conclut la démonstration.

On applique la question précédente aux fonctions u : θ 7→ π − 2θ, v : θ 7→ 2 + sin θ et w = cos,
qui vérifient les hypothèses. Pour tout θ ∈

[
0,
π

2

[
, on a

(
u ′vw+ uv ′w− uvw ′)(θ) = −2(2+ sin θ) cos θ+ (π− 2θ) cos2 θ+ (π− 2θ)(2+ sin θ) sin θ

= (π− 2θ)
[
cos2 θ+ (2+ sin θ) sin θ

]
− 2(2+ sin θ) cos θ

= (π− 2θ)
[
cos2 θ+ 2 sin θ+ sin2 θ

]
− 2(2+ sin θ) cos θ

= g(θ) < 0.

Cela démontre que f décroît strictement.
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Problème B. Inégalités de Kusmin-Landau (1928).

Partie I. La fonction cotangente.
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction cot : x 7→ cos(x)

sin(x)
.

Pour x ∈ R, le quotient
cos(x)
sin(x)

est bien défini si et seulement si sin(x) ̸= 0, c’est-à-dire si et seulement

si x ̸≡ 0 (mod π). Ainsi, le domaine de définition cherché est

D = R \ πZ =
{
x ∈ R

∣∣ x ̸≡ 0 (mod π)
}
=
⋃
k∈Z

]kπ, (k+ 1)π[ .

2. Montrer ∀x ∈ D, tan
(π
2
− x
)
= cot(x) et tracer le graphe de cot.

Soit x ∈ D. Déjà, x ̸≡ 0 (mod π), donc
π

2
− x ̸≡ π

2
(mod π), si bien que

π

2
− x ∈ Dtan. On a alors

tan
(π
2
− x
)
=

sin
(π
2
− x
)

cos
(π
2
− x
) =

cos(x)
sin(x)

= cot(x).

On en déduit le graphe de cot par réflexion par rapport à la droite verticale x =
π

4
à partir du graphe de

la fonction tangente.

3. Pour x ∈ D, calculer cot(π− x) et interpréter (sans chercher à trop justifier) cette formule sur le
graphe obtenu à la question précédente.

Soit x ∈ D. Déjà, x ̸≡ 0 (mod π), donc π− x ≡ −x ̸≡ 0 (mod π), si bien que π− x ∈ D. On a alors

cot(π− x) =
cos(π− x)

sin(π− x)
=

− cos x
sin x

= − cot x.

Cette propriété, opportunément écrite comme une moyenne ∀x ∈ D,
cot(x) + cot(π− x)

2
= 0, dit que

la symétrie centrale par rapport à
(
π/2

0

)
, qui envoie le point

(
x

y

)
sur

(
π− x
−y

)
, préserve le graphe de

la fonction cotangente.
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Il s’agit donc d’une propriété « d’imparité généralisée » : le graphe de cot possède une symétrie centrale,
mais pas par rapport à l’origine.

4. Soit α ∈
]
0,
π

2

[
.

(a) Exprimer
1+ cos(2α)

sin(2α)
en fonction de cot(α).

On a
1+ cos(2α)

sin(2α)
=
1+

(
2 cos2 α− 1

)
2 cosα sinα

=
cos2 α

cosα sinα
=

cosα
sinα

= cot(α).

(b) En déduire 0 <
1+ cos(2α)

sin(2α)
⩽
1

α
.

La restriction à
[
0,
π

2

[
de la fonction tangente est convexe.

En effet, tan est deux fois dérivable, et tan ′ = 1 + tan2 donc tan ′′ = 2 tan ′ tan = 2 tan+2 tan3

est positive sur
[
0,
π

2

[
.

On obtient ainsi l’inégalité de convexité ∀x ∈
[
0,
π

2

[
, tan(x) ⩾ x puis, par stricte décroissance de

la fonction t 7→ 1

t
sur R∗

+, on a ∀x ∈
]
0,
π

2

[
, cot(x) =

1

tan x
⩽
1

x
. Cela montre déjà la majoration.

Par ailleurs, tanα > 0, donc cotα =
1

tanα
> 0.

5. Soit t ∈ R tel que t ̸≡ 0 (mod 2π).

(a) Montrer que
∣∣∣∣ 1

1− eit

∣∣∣∣ = 1

2
∣∣sin

(
t
2

)∣∣ et trouver deux constantes complexes α,β ∈ C telles

que
1

1− eit
= α+ β cot

(
t

2

)
.

On a déjà, par factorisation par l’arc moitié,

1

1− eit
=

e−it/2

e−it/2 − eit/2
=

e−it/2

−2i sin
(
t
2

) =
i

2

e−it/2

sin
(
t
2

) ,
ce qui montre

∣∣∣∣ 1

1− eit

∣∣∣∣ = 1

2

1∣∣sin
(
t
2

)∣∣ .
On peut ensuite continuer le calcul :

1

1− eit
=
i

2

e−it/2

sin
(
t
2

) =
i

2

cos
(
t
2

)
− i sin

(
t
2

)
sin
(
t
2

) =
i

2

(
cot
(
t

2

)
− i

)
=
1

2
+
i

2
cot
(
t

2

)
,

ce qui répond à la question : α =
1

2
et β =

i

2
conviennent.

(b) Vérifier que
∣∣∣∣ 1

1− eit

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− 1

1− eit

∣∣∣∣ et interpréter géométriquement cette égalité.

Le calcul précédent a montré que z =
1

1− eit
avait sa partie réelle égale à

1

2
. On en déduit que

|1− z| =

√(
1−

1

2

)2
+
(
− Im z

)2
=

√(
1

2

)2
+
(
Im z

)2
= |z|.

Géométriquement, cela signifie que (le point d’affixe) z est sur la médiatrice du segment dont les

extrémités sont 0 et 1, qui est bien la droite
{
ω ∈ C

∣∣∣∣Réω =
1

2

}
.
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Partie II. Inégalité discrète.

On fixe θ ∈ ]0, π[ et n ⩾ 2 et on considère une liste finie (xk)
n
k=1 de nombres réels tels que

θ ⩽ x2 − x1 ⩽ x3 − x2 ⩽ · · · ⩽ xn − xn−1 ⩽ 2π− θ.

Pour tout k ∈ [[1, n− 1]], on définit par ailleurs

▶ yk = xk+1 − xk (si bien que θ ⩽ y1 ⩽ y2 ⩽ · · · ⩽ yn−1 ⩽ 2π− θ) ;

▶ ck =
1

1− eiyk
(qui est bien défini : on ne demande pas de le justifier).

6. Soit k ∈ [[1, n− 1]].

(a) Montrer que ck+1 − ck est imaginaire pur, et déterminer le signe de sa partie imaginaire.

Déjà, la question 5a montre que Ré ck = Ré ck+1 =
1

2
, donc Ré

(
ck+1 − ck

)
= 0, c’est-à-dire que

la différence ck+1 − ck est un imaginaire pur.

Par ailleurs, toujours d’après la question 5a, on a

Im
(
ck+1 − ck

)
= Im ck+1 − Im ck =

1

2

[
cot
(yk+1
2

)
− cot

(yk
2

)]
.

Par hypothèse, 0 <
yk
2

⩽
yk+1
2

< π. Comme la fonction cot décroît strictement sur ]0, π[, on en

déduit cot
(yk
2

)
⩾ cot

(yk+1
2

)
et donc que ck+1 − ck possède une partie imaginaire négative.

(b) Montrer |ck| ⩽
1

2 sin
(
θ
2

) .

La question 5a montre également que |ck| =
1

2
∣∣sin

(
yk
2

)∣∣ . Comme
yk
2

∈
[
θ

2
, π−

θ

2

]
et que la

fonction sinus sur ce segment part de sin
(
θ

2

)
, croît jusqu’à sin

(π
2

)
= 1, puis décroît jusqu’à

sin
(
π−

θ

2

)
= sin

(
θ

2

)
, on obtient

∣∣∣sin
(yk
2

)∣∣∣ = sin
(yk
2

)
⩾ sin

(
θ

2

)
> 0 donc |ck| =

1

2
∣∣sin

(
yk
2

)∣∣ = 1

2 sin
(
yk
2

) ⩽
1

2 sin
(
θ
2

) .
(c) Pour k ∈ [[1, n− 1]], exprimer eixk − eixk+1 en fonction de ck et eixk .

Soit k ∈ [[1, n− 1]]. On a

eixk − eixk+1 = eixk − ei
(
xk+(xk+1−xk)

)
= eixk − eixkeiyk

= eixk
(
1− eiyk

)
=
eixk

ck
.

7. (a) Déduire de la question 6c une égalité
n∑
k=1

eixk =

n−1∑
k=1

ck

(
eixk − eixk+1

)
+ ?, où le point

d’interrogation doit être remplacé par la bonne valeur.
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On a

n∑
k=1

eixk =

n−1∑
k=1

eixk + eixn =

n−1∑
k=1

ck

(
eixk − eixk+1

)
+ eixn ,

ce qui répond à la question, avec ? = eixn .

(b) Montrer
n∑
k=1

eixk = c1 e
ix1 +

n−1∑
k=2

(
ck − ck−1

)
eixk + (1− cn−1)e

ixn .

C’est essentiellement une transformation d’Abel (sous une forme assez facile). On a

n∑
k=1

eixk =

n−1∑
k=1

ck

(
eixk − eixk+1

)
+ eixn

=

n−1∑
k=1

ck e
ixk −

n−1∑
k=1

ck e
ixk+1 + eixn

= c1 e
ix1 +

n−1∑
k=2

ck e
ixk −

n∑
ℓ=2

cℓ−1 e
ixℓ + eixn

[
ℓ = k+ 1
k = ℓ− 1

]

= c1 e
ix1 +

n−1∑
k=2

ck e
ixk −

n−1∑
k=2

ck−1 e
ixk − cn−1 e

ixn + eixn

= c1 e
ix1 +

n−1∑
k=2

(
ck − ck−1

)
eixk +

(
1− cn−1

)
eixn .

8. En déduire

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eixk

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

sin
(
θ
2

) + cot
(
θ

2

)
.

On part de l’expression précédente, et on applique d’abord l’inégalité triangulaire :∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eixk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣c1 eix1 +

n−1∑
k=2

(
ck − ck−1

)
eixk +

(
1− cn−1

)
eixn

∣∣∣∣∣
⩽ |c1|+

n−1∑
k=2

|ck − ck−1|+ |1− cn−1|.

Examinons chacun de ces trois termes.

▶ D’après la question 6b, |c1| ⩽
1

2 sin
(
θ
2

) .

▶ D’après la question 5b, |1− cn−1| = |cn−1| ⩽
1

2 sin
(
θ
2

) .

▶ Le point le plus subtil est celui de la somme
n−1∑
k=2

|ck − ck−1|. En général, il n’y a pas grand chose à

faire avec une telle somme de nombres positifs, dans laquelle il n’y a pas a priori de compensation
exploitable. (Pensez à une quantité qui évolue erratiquement, par exemple le prix d’une action, ou
la trajectoire d’un moucheron : en sommant les longueurs des petits déplacements, on obtient une
distance parcourue grande, même si la quantité ne subit pas de grands déplacements à long terme).
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Mais on est ici dans un cas important où tous les « incréments » ck − ck−1 « vont dans la même
direction ». Plutôt qu’à un moucheron, il faut donc penser à un train : comme sa trajectoire est
essentiellement rectiligne, la somme de ses petits déplacements est juste la distance entre son point
de départ et son point d’arrivée.

Mathématiquement, si (pk)nk=1 est croissante, on a
n∑
k=2

|pk − pk−1| =

n∑
k=2

(
pk − pk−1

)
= pn − p1,

par télescopage.

Ici, nos incréments ne sont pas réels positifs, mais ils appartiennent à iR− d’après la question 6a.
Cela ne change rien au phénomène, si ce n’est que notre train file désormais vers le sud.

Bref, ∗

n−1∑
k=2

|ck − ck−1| =

n−1∑
k=2

i
(
ck − ck−1

)
(d’après la question 6a)

= i
(
cn−1 − c1

)
(télescopage)

= i

[(
1

2
+
i

2
cot
(yn−1
2

))
−

(
1

2
+
i

2
cot
(y1
2

))]
(question 5a)

=
1

2

(
cot
(y1
2

)
− cot

(yn−1
2

))
.

Comme
θ

2
⩽
y1
2

⩽
yn−1
2

⩽ π−
θ

2
et que cot décroît sur ]0, π[, on a

cot
(y1
2

)
⩽ cot

(
θ

2

)
cot
(yn−1
2

)
⩾ cot

(
π−

θ

2

) donc cot
(y1
2

)
− cot

(yn−1
2

)
⩽ cot

(
θ

2

)
− cot

(
π−

θ

2

)

⩽ 2 cot
(
θ

2

)
,

d’après la question 3.

Ainsi,

n−1∑
k=2

|ck − ck−1| =
1

2

(
cot
(y1
2

)
− cot

(yn−1
2

))
⩽ cot

(
θ

2

)
.

Globalement, on a montré † ∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eixk

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

sin
(
θ
2

) + cot
(
θ

2

)
.

*. On peut évidemment rédiger tout cela plus vite en revenant au calcul de la question 5a, ce que l’on va de toute
façon faire dans ce qui suit. Mais je pense que le phénomène qui fait marcher ce calcul est important : étant donné une

suite (pk)
n
k=1, on a toujours |pn − p1| ⩽

n∑
k=2

|pk − pk−1|, et cette inégalité est relativement précise quand (pk)
n
k=1 va à peu

près en ligne droite mais absurdément grossière quand (pk)
n
k=1 a un mouvement très erratique, sans résultante bien claire.

†. La formule serait plus jolie si on utilisait une notation pour la fonction cosécante, c’est-à-dire l’inverse de sinus.
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9. Montrer l’inégalité discrète de Kusmin-Landau :

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eixk

∣∣∣∣∣ ⩽ cot
(
θ

4

)
⩽
4

θ
.

La borne obtenue à la question précédente est

1

sin
(
θ
2

) + cot
(
θ

2

)
=
1+ cos

(
θ
2

)
sin
(
θ
2

) = cot
(
θ

4

)
⩽
4

θ
.

d’après la question 4 appliquée à α = θ/4.

Partie III. Inégalité continue.

Soit φ ∈ C1([1, n]) convexe et λ ∈
]
0,
1

2

[
.

Les deux dernières questions du problème montrent (sous des hypothèses différentes) l’inégalité
continue de Kusmin-Landau : ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

ei 2πφ(k)

∣∣∣∣∣ ⩽ 2

π λ
. (KL)

10. On suppose ∀x ∈ [1, n], λ ⩽ φ ′(x) ⩽ 1− λ.

(a) Montrer ∀k ∈ [[1, n− 1]], λ ⩽ φ(k+ 1) −φ(k) ⩽ 1− λ.

Soit k ∈ [[1, n− 1]].

▶ L’inégalité de convexité en k montre que ∀x ∈ [1, n], φ(x) ⩾ φ(k) +φ ′(k)(x− k).

En particulier, φ(k+ 1) ⩾ φ(k) +φ ′(k), ce qui montre

φ(k+ 1) −φ(k) ⩾ φ ′(k) ⩾ λ.

▶ Symétriquement, l’inégalité de convexité au point k + 1, appliquée au point k, donne la mino-
ration φ(k) ⩾ φ(k+ 1) −φ ′(k+ 1), c’est-à-dire

φ(k+ 1) −φ(k) ⩽ φ ′(k+ 1) ⩽ 1− λ.

Remarque. Au cours de la démonstration du critère de convexité des fonctions dérivables, nous
avons observé que pour une fonction convexe dérivable f et deux points a < b de son domaine, on

avait l’inégalité f ′(a) ⩽
f(b) − f(a)

b− a
⩽ f ′(b). Appliquée à f = φ, a = k et b = k + 1, cette

inégalité conclut immédiatement.

(b) En déduire (KL).

On va appliquer l’inégalité de la partie précédente aux réels (xk)nk=1 =
(
2πφ(k)

)n
k=1

. Comme on
n’a rien sans rien, il nous faut vérifier les hypothèses de ladite inégalité.

▶ Pour tout k ∈ [[1, n − 2]], l’inégalité des trois pentes ‡ appliquée aux réels k < k + 1 < k + 2
montre φ(k+ 1)−φ(k) ⩽ φ(k+ 2)−φ(k+ 1), ce qui donne xk+1− xk ⩽ xk+2− xk+1 après
multiplication par 2π.

▶ La question précédente montre que, pour tout k ∈ [[1, n − 1]], λ ⩽ φ(k + 1) − φ(k) ⩽ 1 − λ,
ce qui donne θ ⩽ xk+1 − xk ⩽ 2π− θ en posant θ = 2π λ, qui appartient bien à ]0, π[.

‡. Si on veut éviter l’inégalité des trois pentes, on peut se contenter d’écrire k + 1 comme le milieu de k et k + 2 et
appliquer la définition de la convexité.
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On peut alors appliquer l’inégalité discrète de Kusmin-Landau et obtenir∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ei 2πφ(k)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

eixk

∣∣∣∣∣ ⩽ 4

θ
=

4

2π λ
=

2

π λ
.

11. Plus généralement, montrer l’inégalité en supposant ∀x ∈ [1, n] , ∀m ∈ Z,
∣∣φ ′(x) −m

∣∣ ⩾ λ.

Comme λ > 0, l’hypothèse entraîne notamment que φ ′ ne prend jamais de valeurs entières. En particu-
lier, φ ′(1) ∈ R \ Z. On peut donc trouverm ∈ Z tel que φ ′(1) ∈ ]m,m+ 1[.

La fonctionφ ′ est alors confinée dans cet intervalle ouvert. Suppsons en effet par l’absurde qu’elle prenne
une valeur ⩾ m+ 1, disons en un point a ∈ [1, n].

Comme φ est de classe C1, sa dérivée est continue, et définie sur un intervalle. Comme φ ′(1) < m + 1
et que φ ′(a) ⩾ m + 1, le théorème des valeurs intermédiaires entraîne l’existence de c ∈ [1, a] tel que
φ ′(a) = m+ 1, ce qui donne à la dérivée une valeur entière et la contradiction souhaitée.

On exclut de la même façon queφ ′ prenne une valeur ⩽ m, si bien queφ ′ est à valeurs dans ]m,m+ 1[
et même, à cause de l’hypothèse, dans [m+ λ,m+ 1− λ].

Posons alors la fonction ψ : x 7→ φ(x) −mx. Cette fonction est toujours de classe C1 et convexe (on a
retranché une fonction affine), et sa dérivée ψ ′ = φ ′ −m est maintenant à valeurs dans [λ, 1− λ]. On
peut donc lui appliquer la question précédente.

Mais cela conclut car, pour tout k ∈ Z, φ(k) = ψ(k) +mk, donc ei 2πφ(k) = ei 2πψ(k) ei 2πmk︸ ︷︷ ︸
=1

et

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ei 2πφ(k)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ei 2πψ(k)

∣∣∣∣∣ ⩽ 2

π λ
.
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