
Lycée Henri-IV (PCSI) TD 04

Applications

Exercice 1. ✓
Soit Ω un ensemble et A,B ⊆ Ω. Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions indicatrices
de parties deΩ que l’on précisera.

(i) min(1A,1B) ;
(ii) max(1A,1B) ;

(iii) 1A · 1B ;
(iv) 1− 1A ;

(v) 1A + 1B − 1A · 1B ;
(vi) (1A − 1B)

2.

Exercice 2.
Soit E1,E2,F trois ensembles et f1 : E1 → F, f2 : E2 → F deux applications.

Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une application g : E1 ∪ E2 → F telle
que g|E1

= f1 et g|E2
= f2.

Injectivité, surjectivité, bijectivité

Autocorrection A. ✓
Soit E, F et G trois ensembles et f : E → F, g : F → G deux applications.

1. Montrer que si g ◦ f est surjective et que g est injective, alors f est surjective.
2. Montrer que si g ◦ f est injective et que f est surjective, alors g est injective.

Exemples

Autocorrection B. ✓

1. L’application f :
{
N → N
n 7→ 2n

est-elle injective? surjective?

2. Mêmes questions pour l’application g :


N → N

n 7→ {n
2

si n est pair

n si n est impair.
3. Déterminer g ◦ f et f ◦ g. Sont-elles injectives? surjectives?

Autocorrection C. ✓

Soit f :
{
N → N
x 7→ x2.

1. L’application f est-elle injective? surjective?
2. Existe-t-il g : N → N telle que f ◦ g = idN ? Existe-t-il h : N → N telle que h ◦ f = idN ?

1



Exercice 3. ✓
Déterminer si les applications suivantes sont injectives (resp. surjectives, bijectives).

(i)
{
N → N
n 7→ n+ 1 ;

(ii)
{
Z → Z
n 7→ n+ 1 ;

(iii)
{

R2 → R2
(x, y) 7→ (y, x) ;

(iv)
{

R2 → R
(x, y) 7→ 3y ;

(v)
{

R2 → R3
(x, y) 7→ (y, 0, y− x) ;

(vi)
{
R → R
z 7→ z2 + z+ 1 ;

(vii)
{
C → C
z 7→ z2 + z+ 1 ;

(viii)
{

R2 → R2
(x, y) 7→ (x+ y, xy) ;

(ix)
{

C2 → C2
(x, y) 7→ (x+ y, xy) ;

(x)
{
Z → Z
n 7→ n+ (−1)n ;

(xi)
{
RR → R
f 7→ f(0) ;

(xii)
{
P(R) → P(R+)

X 7→ X ∩ R+.

Exercice 4. ✓

Soit f :
{
N → N
n 7→ n+ 1

et g :

{
N → N
n 7→ max(0, n− 1).

1. Montrer que g ◦ f = idN.
2. Peut-on en déduire que l’application g est la réciproque de f?

Exercice 5.

Soit f :


N → Z

n 7→

n

2
si n est pair

−
n+ 1

2
sinon.

Montrer que f est bijective et donner la bijection réciproque.

Exercice 6.
On note π : N∗ → N la fonction qui associe à tout entiern le nombre de nombres premiers appartenant
à l’intervalle entier [[1, n]].

La fonction π est-elle injective? surjective? bijective?

Exercice 7+. �
Déterminer si la fonction sin : Q → [−1, 1] est injective et/ou surjective.

Exercice 8+.

Montrer que χ :

N → (NN)(N
N)

n 7→ (
f 7→ f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n fois

)
est injective.

Exercice 9. ✓
Pour tout x ∈ R, on se donne une application fx : R → R. On définit alors

φ :

{
R2 → R2

(x, y) 7→ (
x, fx(y)

)
.

1. Montrer que φ est injective si et seulement si, pour tout x ∈ R, l’application fx est injective.
2. Montrer que φ est surjective si et seulement si, pour tout x ∈ R, l’application fx est surjective.

3. Application. L’application
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (x, y3 + xy)
est-elle injective? surjective?
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Exercice 10+.
Soit E et F deux ensembles non vides et G un ensemble ayant au moins deux éléments. Soit f : E → F.
On considère l’application

φ :

{
GF → GE

g 7→ g ◦ f.

1. Montrer que φ est injective si et seulement si f est surjective.
2. Montrer que φ est surjective si et seulement si f est injective.

Exercice 11+. �✓
SoitΩ un ensemble et X,Y ⊆ Ω. On considère l’application

ψ :

{
P(Ω) → P(X)× P(Y)

A 7→ (X ∩ A,Y ∩ A).

Donner des conditions nécessaires et suffisantes sur X et Y pour queψ soit injective (resp. surjective).

Quand ψ est bijective, exhiber sa réciproque.

Exercice 12++.

1. Soit φ :

{
P(N) → P(N)

A 7→ {
n ∈ N

∣∣ 2n ∈ A
}
.

(a) Cette application est-elle injective? surjective?
(b) Trouver une partie A ∈ P(N) non triviale (c’est-à-dire ni N, ni ∅) telle que φ(A) = A.

2. Soit φ :

{
P(N) → P(N)2

A 7→ ({
n ∈ N

∣∣ 2n ∈ A
}
,
{
n ∈ N

∣∣ 2n+ 1 ∈ A
})
.

(a) Cette application est-elle injective? surjective?
(b) Existe-t-il une partie non triviale A ∈ P(N) telle que ψ(A) = (A,A)?

Exercice 13++.

1. Soit f, g : Z → Z deux bijections. Montrer que
{
Z → Z
k 7→ f(k)g(k)

n’est pas bijective.

2. Peut-elle être injective?

Exercice 14+++ (Règle de Golomb). �

Montrer qu’il existe une partie G ⊆ N telle que δ :

{{
(a, b) ∈ G2

∣∣∣a < b} → N∗

(a, b) 7→ b− a
soit bijective.

Théorie

Exercice 15. ✓
Soit E et F deux ensembles, et A ⊆ E. Soit f : E → F. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou
fausses (on justifiera par une preuve ou un contre-exemple).

(i) Si f est injective, alors f|A est injective.
(ii) Si f est surjective, alors f|A est surjective.

(iii) Si f|A est injective, alors f est injective.
(iv) Si f|A est surjective, alors f est surjective.
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Exercice 16. ✓
Soit f : R → R. Montrer que si f est strictement monotone, alors f est injective.

La réciproque est-elle vraie?

Exercice 17. �✓
Soit f : R → R bijective.

1. Montrer que f est impaire si et seulement si f−1 l’est.
2. A-t-on le même résultat pour la parité?

Exercice 18. ✓
Soit E, F, G, H quatre ensembles et f : E → F, g : F → G et h : G → H trois applications.

Montrer que si g ◦ f et h ◦ g sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.

Exercice 19+.
Soit E un ensemble, n > 1 un entier et f : E → E telle que f◦n = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n fois

soit égale à f.

1. Montrer que f est injective si et seulement si elle est surjective.
2. On fixe n = 2. À quelle condition f est-elle injective?

Exercice 20+.
Soit f, g : N → N deux applications telles que f soit injective, g soit surjective et ∀n ∈ N, f(n) ⩽ g(n).

Montrer que f = g.

Images directe et réciproque

Autocorrection D. ✓

1. Déterminer sin[A], dans les cas A = R, R+, [0, 2π], [−π, π], [0, π/2], [−π, π/2].
2. Déterminer sin−1[B] dans les cas B = [−1, 1], [0, 1], [3, 4], R, {1}, {−1, 1}.

Exercice 21.

Soit f :
{
R → R
x 7→ 2x2 − 4x+ 1.

1. La fonction f est-elle injective? surjective?
2. Montrer que f est injective sur [1,+∞[. En déduire que f induit une bijection de [1,+∞[ sur son

image (que l’on précisera) et déterminer son application réciproque.

3. Déterminer f
[
[0, 1]

]
, f [R−], f [R+], f

[
[−2, 2]

]
, f−1 [{1}], f−1 [{−1}], f−1

[
[0, 1]

]
, f−1

[
[−2, 1]

]
.

Exercice 22.

Soit f :

{
C∗ → C

z 7→ z+
1

z
.

1. L’application f est-elle injective? surjective?
2. Déterminer f [R∗] et f [U].
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Exercice 23.
On considère

f :

{
C → C
z 7→ z2.

1. La fonction f est-elle injective? surjective? bijective?
2. On noteΩ = {z ∈ C |Ré z > 0}.

Montrer que la restriction de f àΩ est injective.
3. Décrire l’image de f|Ω.

Exercice 24+.
Dans tout l’exercice, on note ∆ =

{
z ∈ C

∣∣ |z| < 1}.

Soit a ∈ C tel que |a| ⩽ 1. On considère l’application φa :

{
∆→ C
z 7→ z− a

1− az
.

1. Montrer que φa est bien définie.
2. Montrer que φa est injective si et seulement si |a| < 1.
3. Montrer que φa[∆] = ∆ si et seulement si |a| < 1.

Exercice 25. ✓

Soit f :
{
N → N
n 7→ n+ 1.

Déterminer les parties A ∈ P(N) stables sous f.

Exercice 26.
Soit X un ensemble. Déterminer les applications f : X → X stabilisant toutes les parties de X.

Exercice 27.
Dans tout cet exercice, on se donne un ensemble non vide E et une fonction f : E → E.

On note Fix(f) =
{
x ∈ E

∣∣ f(x) = x} l’ensemble des points fixes de E.

1. Montrer que f ◦ f = f si et seulement si Fix(f) = f[E].
2. Soit f : E → E vérifiant la propriété suivante, notée (△) dans la suite :

Pour tout A ∈ P(E), A est stable sous f ou son complémentaire E \A est stable sous f.

Montrer que f ◦ f = f.
3. Soit f : E → E vérifiant (△). Que peut-on dire de la restriction de f à E \ f[E]?

Exercice 28. ✓
Soit f : E → F une application. Montrer ∀A ∈ P(E), ∀B ∈ P(F), f

[
A ∩ f−1[B]

]
= f[A] ∩ B.

Exercice 29+. ✓
Soit E et F deux ensembles et f : E → F.

1. Montrer que f est injective si et seulement si ∀(A,B) ∈ P(E)2, f [A ∩ B] = f[A] ∩ f[B].
2. Montrer que f est bijective si et seulement si ∀A ∈ P(E), f[E \ A] = F \ f[A].
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Exercice 30+.
Soit E et F deux ensembles et f : E → F.

1. Soit A ⊆ E. Montrer que A ⊆ f−1[f[A]] et donner un exemple prouvant qu’il n’y a pas toujours
égalité.

2. Montrer que f est injective si et seulement si ∀A ∈ P(E), f−1[f[A]] = A.

3. Soit B ⊆ F. Montrer que f
[
f−1[B]

]
⊆ B et donner un exemple prouvant qu’il n’y a pas toujours

égalité.

4. Montrer que f est surjective si et seulement si ∀B ∈ P(F), f
[
f−1[B]

]
= B.

Exercice 31+.
Soit E et F deux ensembles et f : E → F. On considère les applications

φ :

{
P(E) → P(F)

X 7→ f[X]
et ψ :

{
P(F) → P(E)

Y 7→ f−1[Y].

1. Montrer les équivalences f injective ⇔ φ injective ⇔ ψ surjective.
2. Montrer les équivalences f surjective ⇔ φ surjective ⇔ ψ injective.

Familles d’ensembles

Autocorrection E. ✓

1. Montrer
⋃

x∈[0,1]

]x− 1, x+ 1[ = ]−1, 2[.

2. Que vaut
⋂

x∈[0,1]

]x− 1, x+ 1[?

Autocorrection F. ✓
Soit E et F deux ensembles et f : E → F. Soit I un ensemble non vide.

1. Soit (Bi)i∈I une famille de parties de F.

(a) Montrer f−1
[⋃
i∈I

Bi

]
=
⋃
i∈I

f−1[Bi]. (b) Montrer f−1
[⋂
i∈I

Bi

]
=
⋂
i∈I

f−1[Bi].

2. Soit (Ai)i∈I une famille de parties de E.

(a) Montrer f

[⋃
i∈I

Ai

]
=
⋃
i∈I

f[Ai]. (b) Montrer f

[⋂
i∈I

Ai

]
⊆
⋂
i∈I

f[Ai].

Autocorrection G. ✓
SoitΩ un ensemble, et (Ai)i∈I une famille de parties deΩ. Soit enfin B ∈ P(Ω). Montrer(⋃

i∈I

Ai

)
∩ B =

⋃
i∈I

(Ai ∩ B) et

(⋂
i∈I

Ai

)
∪ B =

⋂
i∈I

(Ai ∪ B).
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Exercice 32.
Soit f : E → F une application entre deux ensembles. On suppose qu’il existe une suite (An)n∈N de
parties de E telle que

(i)
⋃
n∈N

An = E;

(ii) ∀n ∈ N,An ⊆ An+1 ;

et que, pour tout n ∈ N, la restriction f|An
est injective.

1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que les deux hypothèses (i) et (ii) sont nécessaires.

Exercice 33 (Tout ensemble est une union de singletons). ✓

Soit E un ensemble. Montrer que E =
⋃
x∈E

{x}.

Exercice 34+.
Soit f : E → F une application. On définit K(f) =

{
(x1, x2) ∈ E2

∣∣∣ f(x1) = f(x2)}.

1. Déterminer K(f) pour les exemples f1 :
{
R → R
x 7→ x2,

f2 :

{
R → R
x 7→ ex

et f3 :
{
C → C
z 7→ ez.

2. Montrer K(f) =
⋃
y∈F

f−1
[
{y}
]2.

Exercice 35.
Soit X un ensemble et f : X → X une application. Soit (Ai)i∈I une famille de parties de X.

1. Montrer que si, pour tout i ∈ I, Ai est stable sous f, il en va de même de
⋂
i∈I

Ai et
⋃
i∈I

Ai.

2. Est-il vrai en général que si A ⊆ X est stable sous f, alors X \ A l’est également?

Exercice 36+. �
Soit (En)n∈N une famille de parties de R. On définit leurs limites inférieure et supérieure

lim inf
n∈N

En =
⋃
n∈N

⋂
k⩾n

Ek et lim sup
n∈N

En =
⋂
n∈N

⋃
k⩾n

Ek.

1. Montrer que lim inf
n∈N

En ⊆ lim sup
n∈N

En.

2. Calculer lim inf
n∈N

En et lim sup
n∈N

En dans les cas suivants :

▶ (En)n∈N = ([n,+∞[)n∈N ;

▶ (En)n∈N =
([

(−1)n n,+∞[)
n∈N

.

3. Montrer que lim inf
n∈N

En = lim sup
n∈N

En si et seulement si, pour tout x ∈ R, la suite
(
1En(x)

)
n∈N

stationne (c’est-à-dire est constante à partir d’un certain rang).
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Exercice 37++. �
SoitΩ un ensemble et (Ai)

n
i=1 et (Bi)ni=1 deux familles de parties deΩ. Montrer

n⋃
i=1

(Ai ∩ Bi) =
⋂

I∈P([[1,n]])

⋃
i∈I

Ai ∪
⋃
j ̸∈I

Bj

 .
Propriétés générales des fonctions réelles

Autocorrection H. ✓
Peut-on déterminer, en général, la parité de

(i) la somme de deux fonctions, si on connaît leur parité?
(ii) le produit de deux fonctions, si on connaît leur parité?

(iii) la composée de deux fonctions, si on connaît leur parité?
(iv) la composée h ◦ f, si f est paire (resp. impaire) et h est quelconque?
(v) la composée f ◦ h, dans les mêmes conditions?

Exercice 38. ✓
Décrire pour quels x ∈ R les expressions suivantes ont un sens, puis tracer rapidement le graphe des
fonctions qu’elles définissent.

(i) 2 ln
1

2− x
; (ii)

√
3x− 2− 1 ; (iii)

4

2x+ 1
+ 3.

Exercice 39. ✓

Soit a ∈ R. On pose fa :


R → R

x 7→ {
x+ a si x ⩾ 0
x sinon.

1. Exprimer fa à l’aide notamment d’une fonction indicatrice.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a ∈ R pour que fa soit injective (resp. surjec-

tive, bijective).

Exercice 40+.
Soit f : R → R une application. Pour tout τ ∈ R, on définit Fτ =

{(
x+ τ, f(x)

) ∣∣ x ∈ R
}

.

1. Faire un dessin.
2. Montrer que

⋃
τ∈R

Fτ = R× f[R].

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur f pour que (Fτ)τ∈R soit un recouvrement
disjoint de R2.

Exercice 41.
Soit D ⊆ R et T ∈ R∗

+.

1. Montrer que D est un domaine T-périodique si et seulement si 1D est une fonction T-périodique.
2. À quelle condition portant sur D la fonction 1D est-elle paire?
3. À quelle condition portant sur D la fonction 1D est-elle impaire?
4. À quelle condition portant sur D la fonction 1D est-elle croissante?
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Périodicité

Exercice 42. ✓
Soit A ⊆ R. Montrer que cos−1[A] est un domaine 2π-périodique.

Exercice 43+. �
Soit α ∈ R.

1. Montrer que x 7→ cos(x) + cos(αx) est périodique si et seulement si α ∈ Q.
2. Même question pour la fonction x 7→ sin(x) + sin(αx).

Exercice 44+. �✓
Soit f : R → R une fonction telle que le graphe de f admette deux centres de symétrie.

Montrer que f est la somme d’une fonction affine et d’une fonction périodique.

Exercice 45++. �
Montrer que l’exponentielle n’est pas la somme d’un nombre fini de fonctions périodiques.

Monotonie

Exercice 46. �✓
Soit f : R → R une fonction telle que f ◦ f soit croissante et f ◦ f ◦ f strictement décroissante. Montrer
que f est strictement décroissante.

Exercice 47.
Déterminer les fonctions R → R monotones et périodiques.

Exercice 48+.
Étant donné a, b ∈ R, on notera

[
a, b

]
= [min(a, b),max(a, b)]. Soit f : R → R.

Montrer que f est monotone si et seulement si

∀a, b, c ∈ R, c ∈
[
a, b

]⇒ f(c) ∈
[
f(a), f(b)

]
.

Exercice 49. �

1. Donner un exemple de fonction non monotone qui est la somme d’une fonction croissante et
d’une fonction décroissante.

2. Montrer que sin est la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante.
3.++ Montrer que 1Q n’est pas la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante.

Bornes et extrema

Exercice 50. �
Donner un exemple de fonction f : R → R périodique et non bornée.

Exercice 51. ✓
Étant donné f : R → R, on note M(f) l’ensemble des réels en lesquels f atteint son minimum.

1. Donner un exemple de fonction minorée telle que M(f) soit vide.
2. Donner un exemple de fonction telle que M(f) soit infini.
3. On suppose fmonotone. Que dire de M(f)?
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Tératologie

Exercice 52+.
On définit une fonction f : R → R envoyant tout rationnel

p

q
(sous forme irréductible, c’est-à-dire

que p ∈ Z et q ∈ N∗ sont premiers entre eux) sur son dénominateur q, et tout irrationnel sur 0.

Montrer que, quels que soient a < b, la restriction de f à [a, b] n’est pas majorée.

Exercice 53+++. �
On admet qu’il existe une bijection φ : {0, 1}N → R. En déduire qu’il existe une application f : R → R
telle que, pour tous a < b ∈ R, la restriction de f à [a, b] soit surjective.
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