Lycée Henri-IV (PCSI) TD 06 (indications)

Calculus

Exercice 4
On pourra calculer les premieres puissances de 2. Combien ont un chiffre? deux? trois? etc.

A partir de la, vous pourrez chercher a énoncer une conjecture précise sur le nombre d’entiers n tels
que 2™ ait k chiffres, et chercher a la démontrer a I’aide du logarithme décimal.

Exercice 6
Dans les deux cas, on pourra rédiger par analyse et synthése, pour plus de souplesse.

(i) Remarquer que 8* = (2*)°.
(ii) Si (x,y) est solution du systéme, on obtient facilement un systéeme somme produit liant x et
/
y' =2y.

On ne s’alarmera pas si les solutions sont un peu pénibles.

Exercice 12
Essayer de faire intervenir la fonction tangente hyperbolique (cela méne a des disjonctions de cas).

Exercice 13
Comment ferait-on s’il s’agissait de (co)sinus « usuels » et pas hyperboliques?

Exercice 19
On pourra essayer de traduire I’énoncé en termes de la fonction

. {R+ — R+

x = xe.

Exercice 20
Dans les deux cas, on peut avoir envie « d’identifier » et de conclure que la réponse est oui. Cepen-
dant, rien ne justifie a priori cette identification. Il faut essayer d’obtenir des renseignements indirects
sur a, b et ¢, par exemple en considérant certaines valeurs particulieres de x, voire en introduisant une
fonction fqpc 1 x — ae’™ + be* + ¢ et en étudiant ses limites, sa dérivée, ou d’autres caractéristiques.

Une fois le raisonnement fait, on verra si notre envie d’identification était justifiée.

Exercice 21
Pour la premiere question, étudier la fonction.

Exercice 30
Parmi les nombreuses fonctions dont la positivité conclurait, on pourra en choisir une dont la dérivée
ne fait plus intervenir que des fonctions trigonométriques.

Exercice 35
D’une maniere ou d’une autre, il faut se ramener au cas d’égalité des (co)sinus.




Exercice 39.
Remarquer qu’on ne demande que la dérivée n-ieme (et pas toutes les dérivées). Essayer d’exprimer
fno1 en fonction de f;,.

Exercice 40
On pourra procéder par récurrence, en remarquant que I’expression cos?(f(x)) = cos?(arctan(x)) se
simplifie.

Exercice 50
On pourra commencer par constater que le cours affirme que la réponse est oui si I’on fait une
hypothése supplémentaire de régularité sur la fonction.

Autocorrection

Autocorrection A
L’expression a un sens pour x > 1 eton a

In(Inx) <ln (II’IX)
= exp

X Inx
Inx

In x) =exp (In(Inx)) =Inx.

Autocorrection B
Soit x € R%.. On a la chaine d’équivalences

X" =x? & exp (x In(x)) =x*

& x In(x) = 21n(x)
&S (x—2)In(x) =0
Bx—2=00uln(x)=0
Sx=2oux=1,

ot1 I'équivalence & s’obtient en appliquant In (dans le sens direct) et exp (dans le sens réciproque) et
l'équivalence & provient de la régle du produit nul.

Ainsi, les solutions sont 1 et 2.

Autocorrection C.

(@ D=D'=R*, f'(x) = %1 exp(—a/x?);
(b) D=D'={x € R|x # 0 (mod )},

(2ax + b) sin(ax? + bx + 1) sinx + cos(ax? + bx + 1) cosx _

Pl == sin? x ’

() D=D’ =]—00,—alU]0, +ocol,
1= (n(1+8) - 555) 0+
COS X sinx

d) D=D'=R, f'(x) = ————==;
@ ) V1 4+ cos?x
(e) D:D’:]—b,+oo[,f’(x) = (ln(ax+b)+ ax > (ax +b)*;

a ax+Db

2



() D=R;, D' =R, f'(x) =1

25
r_ R
(® D=D' =R, '(x) = 51—
2 six >0
() D=[-v2,v2|,D' =]-v2,0[U]0,v2[, F'ix) = { V2~
Y, six <0;
—X
! six >0
(i) D =]—o00,—2] U [0, +oco[, D’ =]—00,—-2[U]0, +ool, f'(x) = (1 +X)@
- six < —2;

0 D= {xer|xz -] mod 20}, D' = {xer|x2] (moth()1}+X)\/m
2 , . ,

1 —= sicosx >0
f'(x) = —5signe(cosx) = ¢ 2

= sicosx < 0;
2

. 2 .
() D=D' =[x € R|x £ 0 (mod 27m)}, f'(x) = S 05 x(cosx = 3),
(1 —cosx)3

1 1 1
() D=D' =R}, f'(x) = ( - Xz) cos <1nx+ X);

X

(m) D=D'={x € R|x £ 0 (mod 71/2)}, f'(x) = Sn2) = 2lx T ) cos(2x),
sin”(2x)
(n) D=D"=R, f'(x) = (8x + 20) cos ((2x + 5)2);
—1

—0v—x’
@ D= |51],0'= |51 70 =

©) D=R_,D=R*,(x) =
1

T T T T 1+ tan® x
D= —— + 1k, — + k|, D’ = —— + 7k, — + 7k |, f'(X) = ——m—;
@ kez{ 4 H4 } kLEJZ} 4 "4 [ ) V1 —tan?x
(r) D=D’' =R, f'(x) = ch(x) sin(x) + sh(x) cos(x);
14 2yx
s) D=R,,D'=R*,f'(x) = ———M——;
e sy shx
() D=D' =R, ()= ;oo
(u) D=D'=R%, f'(x) = (Inx + 1)x*;
(v) D=D' =]-1,+00], f'(x) = COSX _sinx In(T+x);
1+4+x
(w) D=D’'= | J12mk, 7+ 2mk], f'(x) = ,] ;
sin x
keZ
I sy shx
(X) D_D _le(x)_1+ch(x)21
ch(arcsin x)
D =[-1,0[U]0,1], D" = —1,0[U]0, 1, f'(x) = — ;
) (x) V1 —x? sh(arcsin x)?

COS X 4 sin x

D - D/ = R, f/ = .
@ () (cosx +2)4 + (cosx +2)°

1
(x2 4+ 1) arctanx ’

(¢) D=D'=R%, f(x) =



(B) D=D' =R, f'(x) = (Inchx + x thx) (chx)*;
(y) D=D’ =R, f'(x) = 3x? cos(5x + 1) — 5x3sin(5x + 1);

o oy cos(x?) .

(3) D=D' =R\ {#v/m|n e N}, f'(x) = 2xsin2(xz),
! _ / _ eX .
(¢) D=D"=R,f (x)—i] o

(C) D — D/ — R, f/(X) — (3X2 +4X+3)6X3+2X2+3X+4;

2 1
m) D:D’:]R,f'(x):N%exp(\/xz—i—x—i—]);
1

(0) D=D’ = R*, f'(x) = __ 2 ;
22sh? () X2 (elx—1)?

x cos(2x) 4 (x? — 2) sin(2x)

() D=D' =R\ {£V2)}, f'(x) = -2 =2 ;
(k) D=D' = U}nk—g,nmg[,f'(x) — 2tan(2x);

KEZ
(A) D=R\ {1}, D’ =R\ {0, 1}, f'(x) = signe(x(x — 1)) = {

1

1 six<Ooux > 1
-1 si0<x<1;

(1) D=1, +00l, D’ =11, 400, f'(x) = — ;
x? —1
1
(v) D =]—00,—1]U]1,400[, D' =]—00, —1[U]1,4+o0[, f'(x) = m;
() D=D' =11, +o0[, f'(x) = ] ;
x Inx
(0) D=D' =Je,ool, f'{x) = ———
x Inx Inlnx
(mr) D =D’ =R* f'(x) = cosx sin n_1 cos T sinx;
X x2 X
(0) D=D' =R, f'(x) = ¥ sin? x + x% sinx cosx
' V1 +x2sin? x '
(0) D:D’:]R{\{%[—i—nk‘kez},f’(x):COSX,
(1) D=D' =R, f'(x) = —sinx e“*%;
) D=D' =R, f(x) = %,
B [k
—T six >0
(@) D=R,D'=R* f(x)={ =~
1
Chix SiX<O;
(x) D=D' =R\ {nk|k € Z}, f'(x) = 2%,
sin” x
2x
D =[-1,0{uU]0,1],D' =1-1,0[U]0,1[, f'(x) = ;
() ’ ’ ) ’ (x) arcsin(x2)Vv1 — x4
X
() D=D' ={x € R|e* +sinx > 0}, /(x) = =X
e* +smx



Autocorrection D.

Q) eV1+x=1+ i‘x—i— Ex2 + éxs +0(x*);
3 1513 81
(ii) sin(x)In(1+x) =x* — 2x3 +0(x%);
(iii)) V1 4sinx =1+ %x— %xz — 4]78)(3 +0(x*);

(iv) (e¥—1)sinx = x* + %xs +0(x%);

(v) exx_] =1- %x—i— :—zxz +o0(x?);
(vi) e“®* —(1 +x)% = %x— §e><2 + o(x?);
(vii) (sinx)* =x*— %xé + %xg +o(x%);
(viii) tanx =x + %xg’ + %x5 +0(x%);
(ix) 27;6:] =x—3x*+ ];x3 — %x“ +o(x*);
(x) (cosx)"/*=1— %x + %xz — 4%X3 +0(x%);

2+ h)* =16+ 32h + 2407 4 8h* + h* + o(R');

1.1

(xii) VI+h=1+ Sh— ghz +o(h?);

1 T 1 1.5 2
— — _ _h4-h’4o0(RY);

W) gy =2 gt ol

(xiv) exp(1+h) =e+eh+ ghz + gh3 + o(h3);

(xv) sin (;—T +h> cos (3 <§ +h)> = _ﬁ —_ 1h—|— %h2+0(h2);

(xvi) 4/tan CI[ —|—h) =T+h+ %hz + 2h3 +o(h?);
o (I+h)In(1+h) 1T 1., 1 4 3
(xvii) GxnZ_1 2 ﬁh —i-ﬁh +o(h?).

Autocorrection E

u(x)

Dans la plupart des questions, on aura une fraction x — ) et on pourra calculer des équivalents
u(x) ~ Ax"etv(x) ~ pux™
x—0 x—0

. . u(x) A . o T -
» Sin > m, le cours garantit que V) o —x""™, ce qui donne immédiatement la limite, & savoir :
V(X) x=0 1L

Osin>m;A/usin =m.

. . ) . v .. v(x) [V )
» Sin < m,le méme raisonnement montre que l'inverse — vérifie — ~ —x™" —— 0, ce qui
u(x) x—=0 A xX—

montre que la fraction de départ diverge, parce que

— 4-00.
x)

u(x)
Y x—0

(
. 7 2 . U(X) A n—m . .
On dira plus tard que I'on a un équivalent — ~ —x""™, ce qui donnera bien
V(X) x—0 W

u(x)

vix) — +o00.

x—0

1 1
(i) Le dénominateur est §X3 + o (x*),donc ~ =x3.

x—0 x—0
P x* 2 12
Le numérateur est —— + o (x°), donc ~ —=x*.
2 x—0 x—0 2

La fonction diverge donc en 0.



(ii) Onatanh ~ h.Parailleurs,
h—0

In (2(1 +h)?— 1) —In(1 + 4h + 2h?)

= (4h+2h*) + o (h)

h—0
=4h+ o (h)
h—0
~ 4h,
h—0
donc In(2(14+h)?2—1)
tan((1+h)—1) n—o
donc In(2(1+h)2—1)
tan((1+h)—1) h—o
2 _
donc Inf2x"—1) 4,
tan(x — 1) x—1
1 1 sin® x — x3
iii) Ona — — = .
(i) X} sindx x3 sin® x
On adéjax’sin®x ~ x°
x—0

Par ailleurs,

x3 3
sitx—x3=(x—=+4 o (x*)] =%
x—0

6
2 3
_ (1 X 2y .3
()
3 : 2 3
— 132 _
X < 36 +xgo(x )> X
:—1x5+ o (xX°)
2 x—0
15
X:O_EX‘

Ainsi, cette fonction diverge en 0.
(iv) Ona

In(1+u)=u+ o (u)

u—0
car 4h+2h? ~ 4h
h—0

car XZ

3

donc

donc

x 3
x —arctanx =x— [ x— — + o (x°)
x—0

3
x3 3
- ? + x—)O(X )
X3
x:O ?
et sin?x ~ x3
x—0
X — arctan x 1
sin3 X x:O g
X — arctan x 1
sin3 X x—0 g



(v) Ona

(1+h)3+7(1+h)28=<1+3h+ o (h)>+7<1+2h+ o (h)>8
h—0 h—0
=17h+ o (h)
h—0

~ 17h
h—0

et (T+h*+(04+nP-2= (1 +4h+hgo(h)> + <1 ~|—3h+hgo(h)> -2
=7h+ o (h)

h—0

~ 7h.
h—0

(1+h)3+7(14+h)?—38 17

Ains 7
Sy AR 0+ =2 w0 7
(1+hP+7(1+n)?—8 17
donc —.
(T+h)*+(1+h)P—=2 hso 7
In fine,

CH7E—8 17
Xr4+x3 =2 x1 77

(vi) On a (cosx)™M = exp (In[x|Incos x). Par ailleurs,

2
Incosx = In (1 —5 + o(x2)>

Inl+u)=u+ o (u)
car {

2
X
= (=% +o(x*) )+ o (¥} 32 X2
2 x—0 —Z 4o(x¥}) ~ —=
2 x—=0 2
2
X 2
=——5+ o (X
2 x—>0( )
R . In cos x X
Cela entraine que In cosx —— 0, et méme que ~ —=——0.
x—0 X x—=0 2 x—0
Par ailleurs, par croissances comparées, on a
x In x| — 0.
x—0
Ainsi,
Incosx
In|x| Incosx = (x Inx|) —0
x—0

Par continuité de I'exponentielle, on en déduit :

(cosx)m M = exp (In|x|Incosx) —— exp(0) = 1.
x—0



