Lycée Henri-IV (PCSI) TD 08 (indications)

Introduction aux développements limités

Exercice 6

On pourra commencer par constater que le cours affirme que la réponse est oui si I’on fait une
hypothése supplémentaire de régularité sur la fonction.

Autocorrection
Autocorrection A
4 1 2
Q) eV1+x=1+ X+ 1—3x2 + gxs +0(x*);

(i) sin(x)In(1+x) = x> — %x3 +o(x%);

1 1 1
(iii)) V1 4sinx =1+ 7%~ gxz— @x3 +0(x);

(iv) (e¥—1)sinx = x* + %x3 +0(x%);
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(V) eX—]_1 zX‘i‘ﬁX +0(X),
23
(vi) e“®* —(1 —i—x)% = ;X_ ﬂex2 + o(x?);
2 1
(vii) (sinx)* =x*— gxé + gxg +o(x%);
1 2
(viii) tanx = x + gxs + ﬁxs +0(x°);
X 13 79
(ix) che+1 =x—3x*+ 7x3 — Ex“ +o(x*);
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(x) (cosx)"/*=1— 7% + gxz — @xs +o(x%);
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(xiii) Tr0+n 2 4h—|— 8h +o(h?);

(xiv) exp(1+h) =e+eh+ ghz + gh3 + o(h3);

(xv) sin (73j + h> cos (3 <§ + h)) ="~ —_-h+="h?+o(h?);
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Autocorrection B.

u(x)

Dans la plupart des questions, on aura une fraction x +— ) et on pourra calculer des équivalents
v(x
u(x) ~ Ax"etv(x) ~ pux™.
x—0 x—0



. . u(x) A em . . TR .
» Sin > m, le cours garantit que Y0 w0 —x""™, ce qui donne immédiatement la limite, & savoir :
V(X) x=0 1

Osin>m;A/usin =m.
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» Sin < m,le méme raisonnement montre que l'inverse — vérifie —— 0, ce qui
u

u(x) x—0 A x—0
: ) . u(x)
montre que la fraction de départ diverge, parce que | ——| —— +o0.
v(x) | x—=0
u(x A . . julx
On dira plus tard que I’'on a un équivalent ulx) ~ —x"™, ce qui donnera bien ulx) +o0.
V(x) x—0 1 v(x) | x—0
: o 13 3 1.3
(i) Le dénominateur est —x° + o (x’),donc ~ =x’.
3 x—0 x—0 3
x? 2 12
Le numérateur est — + o (x°),donc ~ —=x“.
2 x—0 x—0 2

La fonction diverge donc en 0.

(ii) Onatanh ~ h.Par ailleurs,
h—0

In (2(1 Fh)? - 1) — In(1 +4h + 212

In1T+u)=u+ o (u)

_ 2 u—0
= @h 4209+ o (h)  car 4h 4202 ~ 4h
h—0
=4h+ o (h)
h—0
~ 4h,
h—0

In(2(1+h)2—1)

done tan((1+h)—1) h30
donc In(2(1+h)>—1)
tan((1+h)—1) nh—o
2 _
donc In(2x"—1) 4.
tan(x — 1) x—1
1 1 sin® x — x3
iii) Ona — — = .
(iif) On X3 sindx x3 sin’ x
On a déja Xsindx ~ x°.
x—0

Par ailleurs,

3 3 x? 3 ’ 3
sinx—x"=(x——+ o (x’)] —x
x—0
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3 X 2 3 u—0
=x>1-3—+ o (x) | —x car 2 2
6 x—0 —Z 4 0 (x}) ~ —=
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Ainsi, cette fonction diverge en 0.



(iv) Ona

et sinx ~ x

X — arctan x 1

sin3 X x—0 3

X — arctan x 1

sin’ x x—0 3

donc

donc

(v) Ona
(1+h)3+7(1+h)2—8:<1+3h+ 0 (h)>+7<1+2h+ 0 (h)>—8
h—0 h—0
=17h+ o (h)
h—0
~ 17h
h—0
et (1+h)4+(1+h)3—z_<1+4h+ 0 (h))+(1+3h+ 0 (h)>—2
h—0 h—0
=7h+ o (h)
h—0
~ 7h.
h—0
. (1+hP+70+hn)2-8 7
Ainsi, ~ —
(T+h)*+(1+h)pP—2 no017
(1+h3P+7014+n)?-38 7
donc —.
(T+h)*+(1+h)p3—-2 hso 17
In fine,

X? 4+ 7x* —8 7
x4 x3—2 xo1 177

(vi) On a (cosx)™M = exp (In [x|In cos x). Par ailleurs,

X2
Incosx = In (1 — =+ o(xz)>

2
5 InT+u)=u+ o (u)
X 2 2 u—0
= <— +o(x )) + o (x9) car x2 x2
2 x—0 —Z 4o} ~ —=
2 x—=0 2
2
_x 2
2 +xgo(x )
N ~ Incosx X
Cela entraine que Incos x — 0, et méme que ~ —=—0.
X—

X x—0 2 x—0
Par ailleurs, par croissances comparées, on a

x In x| — 0.
x—0



Ainsi,

Incosx
— 0.

In|x| Incosx = (x Inx|) 0
X—

Par continuité de I'exponentielle, on en déduit :

(cosx)mM = exp (In|x|Incosx) —— exp(0) = 1.
x—0



