Lycée Henri-IV (PCSI)

TD 09

Inégalités

Inégalités sur les sommes
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Autocorrection A

v

Soit p1,...,pn > O tels que p; + --- + pn = 1. En appliquant a chaque fois 1'inégalité de Cauchy-

Schwarz a des n-uplets bien choisis, montrer successivement :

- 1 = 1 = 1
2> ii — >n?; iii) — 2N
) 2wy LD, (i) )
Exercice 1 194
Soit (x1,...,%n), (Y1,...,Yn) € R™. Montrer l'inégalité triangulaire
n n n
D bac+u? < | ) x4, | D vl
k=1 k=1 k=1
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Exercice 2 (Inégalité de Sedrakyan) 1%

1. Soit ay, ..., an,b1,..., by € R}. Montrer
ﬁ+i%+ +£>(a1+az+---+an)2
b by b by +by+--+by

n
2. Application. Soit x1,...,x, € R}. On note S = ij et, pour tout k € [1,n], Sy = Z X;-

j=1 jelin]
n j£k
S le i#
Mont — > .
ontrer 2 S
Exercice 3. 9
n n

Soit A1,...,An = 0 tels que Z Ax = 1. On définit g : x — Z?\k cos(kx).

k=1 k=1

1 2

Montrer Vx € R, g(x)2 < #
Exercice 4" 9

Soit (an )nen une suite réelle.

n
1. Soit x € [0, 1[, Montrer Vn € N, Z ax® <
k=0

/

n
2. Montrer Vn € N Z ?k
k=1



Exercice 5.

1. Soit a, b, c trois familles de réels positifs indexées par [1, nl?. Montrer
1/2 1/2 1/2
1/2,1/2 12
> abrar<| ) wy D bk > o
(Ljk)eltnl® (Lj)eln]? (j,k)ell,n1? (kD)ell,n]?

2. Dans cette question, on note entre barres verticales le cardinal (c’est-a-dire le nombre d’élé-
ments) d’un ensemble fini. Soit E C Z3 un ensemble fini.

On note Ex ={(y,2) | (x,y,z) € E}la projection de E obtenue en « oubliant » la coordonnée x et,
de méme, Ey = {(x,z)|(x,y,z) € E}et E, ={(x,y) | (x,y,z) € E}. Montrer I'inégalité

El < /[Ex| [Ey| [Ez].

Inégalité arithmético-géométrique

Autocorrection B - 4
Soit x1,...,xn € R}. Montrer T < (x R

1 Xn
Exercice 6 ¥4

SoitH € R, et f,g:[0,1] — R, deux fonctions continues telles que Vx € [0, 1], f(x) g(x) > H.

1 1

f(x)dx > \/ﬁouJ g(x)dx > VH.

Montrer que J
0

0

Exercice 77.

1. En utilisant notamment 'inégalité arithmético-géométrique, trouver quatre nombres réels po-
sitifs «, 3,7, d tels que

xyzt < ax*y 4+ pytz + vzt + ot
2. En déduire

VX, Y,z t € R xyzt = 1= x +y +z + t < x?y +y’z + 22t + thx.

Exercice 8 1%
Soit a1,...,xn € Ry tels que &7 + - - - + & = 1. Montrer
n n n
V(X], oo axn)a (yb oo )yn) € (Ri)n) HX? + HU;X < (Xi + Ui)a-
i=1 i=1 i=1
Exercice 9" (Inégalité arithmético-géométrique : la démonstration de Cauchy) 9

Pour tout n € N*, on note P(n) I'assertion

V(X1y...yXn) € Ri, WX1X2 -+ Xn <

1. (a) Montrer Yn € N*,P(n) = P(2n).
(b) Montrer Vn € N*,P(n+1) = P(n).
2. En déduire Yn € N*,P(n).

X1 +X2+ -+ Xn
o .




Mélange

Autocorrection C v
Soit x1,...,%xn € RY. On veut montrer I'inégalité

(5 (5e)

1
(a) Montrer (le plus efficacement possible) I'inégalité Vt € R’} ,t + n > 2.
(b) Conclure.

2. Deuxieme solution. Conclure directement a I'aide de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1. Premiére solution.

Exercice 10" (Inégalité de corrélation de Cebysév, par réarrangement) 1%
Soita; < ap <...< an, by < by <... < by deux familles croissantes indexées par [1,n]. Montrer

1 n 1 n 1 n
nZakbk><nZai> EZbi
k=1 i=1 j=1

en utilisant I'inégalité de réarrangement.

Convexité
Généralités

Autocorrection D 4
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction convexe et a,b € R.Onpose] ={x € R|ax +b € I}.

] —
x — flax +b)

Montrer que J est un intervalle et que g : { est une fonction convexe.

Autocorrection E 4

1. Soit f: I — J convexe et g : ] — R convexe et croissante. Montrer que g o f est convexe.

2. Enoncer et démontrer un autre résultat de composition analogue a celui-ci, mais mettant en jeu
au moins une fonction concave.

3. Donner un contre-exemple si g n’est plus supposée croissante.

Exercice 11

1. Montrer que les fonctions convexes et concaves sont exactement les fonctions affines.
2. Soit f, g : I — R convexes telles que f + g est affine. Montrer que f et g sont affines.

Exercice 12 &
Déterminer les fonctions f : R — R convexes et impaires.




Exercice 13.
Soit f : I — R convexe.

I\{a} — R

1. Montrer que pour tout a € I, la fonction py : o f(x) — f(a) estcroissante.
‘X e —
X—a

2. Soit a; < by et a; < by quatre éléments de .
f(b1) — flar) _ f(b2) — flay)

Montrer que si a; < a; et by < by, alors <
11— b, —a;

Exercice 14" 9

. . . . 1
Soit f : R} — R. Montrer que la fonction x — x f(x) est convexe si et seulement si x — f <x> I'est.

Exercice 15
Soit f € D'(I) dont le graphe est au-dessus de toutes ses tangentes. Montrer que f est convexe.

Exercice 16.
Soit a € Tet f: I — R convexe et dérivable en a. Montrer que Vx € I, f(x) > f'(a)(x — a) + f(a).

Exercice 17
Une fonction f : I — R est dite strictement convexe si, pour tous a < b €I, ona

YA €10,1[,f((1 —=A)a+Ab) < (1 —A)f(a) + Af(b).

1. Soit f € D' (I), de dérivée strictement croissante. Montrer que f est strictement convexe.

2. Soit f : I — R strictement convexe. Soit A,...,An > OtelsqueA;+---+Ap =Teta;,...,a, €L
n n
Montrer que si f (Z A ai> = Z Aif(ai),alorsa; =--- = an.
i=1 i=1
n+1\" .. S p o ies
3. Montrer que, pour toutn € N, 5 > nl, et préciser les cas d’égalité.
Exercice 18 %

Montrer que la fonction arcsin est convexe sur [0, 1].

Exercice 19 v
A quelle condition une fonction polynomiale de degré impair est-elle convexe sur R?

Propriétés globales des fonctions convexes

Autocorrection F. «
Ry — R
x — fla—x)+f(a+x)

Soit f : R — R convexe et a € R. Montrer que g : { est croissante.

Exercice 20
Soit f : Ry — Ry concave. Montrer Vx,y € R, f(x +y) < f(x) + f(y).

Exercice 21. %4

1. Soit f : R — R convexe et majorée. Montrer que f est constante.
2. Le résultat subsiste-t-il sur R, ?



Exercice 22. 4
Soit I un intervalle ouvert et f : I — R convexe.

1. On suppose f dérivable. Montrer que si f admet un extremum local en a € I, alors elle admet
en ce point un minimum global.

2. On ne suppose plus f dérivable.

(@) On suppose que f admet un minimum local en a € I. Montrer qu’elle admet en ce point
un minimum global.

(b)* Peut-elle admettre en un point un maximum local?

3. Que dire de I’ensemble des points en lesquels f admet un minimum?

Applications

Autocorrection G 4
Soit n € N. Montrer Vx,y € Ry, (x +y)™ < 2" ' (x" +y").

Exercice 23 (Démonstration de Pietro Mengoli, 1650) 1%

1 1 1
1. Montrer que Vx > 1, —— + — + > é
x—1 x x+1 X

1

&1

n
2. En déduire que la suite (Hnp )nens = (Z ) n’est pas majorée.
k=1 nenN*

Exercice 24 4
Montrer ¥x1,x; > 1,In (X’ JZ”‘Z> > In(x) In(x) :

» en utilisant deux fois 1'inégalité arithmético-géométrique;

» via la fonction InoIn.

Exercice 25
Soit r1,...,mn = 1. Montrer que

= LI
T+ /M mm 147 T+

Exercice 26 1 1 1
Soit x,y,z > 0 telle que x +y + z = 1. Montrer que (1 + ) (1 + y) (1 + > > 64.

X z

Exercice 27 4

1
2Vk

2. En déduire I'existence de deux constantes A et B telles que

1. Démontrer Vk € N*, vk + 1 — vk <

1
VneN*,Z\/ﬁ+A<ZT <2yn+B.

n
k=1

~



Exercice 28.

Ry — R
Soit p € ]0, 1[. On considere la fonction f;, : < o {xp six >0 .
0 six=0.

1. (a) Montrer que t — tP est concave (sur RY).
(b) En déduire que f,, est concave (sur R).
2. (a) Montrer Vx1,%; € Ry, (x1 +x2)" <] +x5.

n P n
(b) Montrer Vx1,...,xn € Ry, (Z xi> < Z xP.
i=1 i1

Exercice 29 v
Soit A € R. Trouver A et 1 € R les plus petits possibles tels que

Vx € [A,A],e* < Ax + .

Exercice 30
Soit «, 3,7 les angles (géométriques) d'un triangle. Montrer

1 1 1 6
= .
1+sinoc+1+sin(5+1+siny 24+43

Exercice 31 194
Soit n > 4. Montrer que de tous les polygones a n cotés inscrits dans un cercle, le polygone régulier
est celui qui a I’aire maximale.

Exercice 32"

1. Soit ¢ : [0, 1] — R telle que
» pour tout a € [0, 1], la fonction y — @(a,y) est convexe;
» pour tout b € [0, 1], la fonction x — @(x, b) est convexe.
Montrer qualors V(x,y) € [0, 11, ¢(x,y) < max (¢(0,0), 9(0,1), ¢(1,0), (1, 1)).
2 2 2
y z
y + + <
1+y+z T4+x+z 14+x+y

2. Montrer Vx,y,z € [0, 1]

Exercice 33" (Inégalité de Popoviciu). 1%

Soit f : T — R convexe et x,y,z € . Montrer
%fx—i—y nr ytz i zZ+x 1
3 2 2 2

< =
3

[£(x) + f(y) + f(z)] + ("*‘J“> .

3



Exercice 34" (Inégalités de Young, de Holder et de Minkowski). ¥

1 1
Dans tout I'exercice, on fixe p, q € [1, 4o0[ tels que I—) + a =1.

. . 1 1
1. Montrer l'inégalité de Young : Ya,b € Ry, a'/Pb"9 < —a + —b.

he)
Na

n 1/¢
2. Pour tout ¢ > 1 et tout x € R™, on note ||x|| = (Z |in€> .

i=1

() Soitx,y € R™ tels que [|x[lp = [lyllq =1-

n
En utilisant 1'inégalité de Young, montrer Z xiyi < 1.

i=1
n
(b) En déduire I'inégalité de Holder : Vx,y € R", inyi < Ixflp [1x]lq-

i=1
(c) Peut-on étendre cette inégalité danslecasp =17

3. Soit x,y € R™.

n n
(a) Montrer [|x +y||} < Z il xi +yiP' + Z byal Ixi + yil P
=1 i=1

(b) En appliquant habilement 1'inégalité de Holder, montrer I'inégalité de Minkowski :

I+ yllp < lIxllp + [yl

Mélange

Exercice 35© "4
Une fonction f : I — R est dite log-convexe (ou logarithmiquement convexe) si In of est convexe.

1. Montrer qu’une fonction log-convexe est convexe. La réciproque est-elle vraie?

2. Montrer que f est log—convexe si et seulement si, pour tout o > 0, la fonction f* est convexe.

3. Montrer que f est log-convexe si et seulement si, pour tout 3 € R, x — eP*f(x) est convexe.

4. Montrer que la somme et le produit de deux fonctions log-convexes est log-convexe.

Exercice 367" Q
Soit f € C3(R). Montrer 3a € R: f(a) f'(a) f"(a) f"(a) > 0.




