Lycée Henri-IV (PCSI) TD 29 (indications)

Fonctions de deux variables

Exercice 6
On pourra montrer les équations de Cauchy-Riemann dans le cas de polyndmes tres simples, puis
montrer que des propriétés de stabilité par combinaison linéaire et par produit.

Exercice 14
Pour la premiére question, on pourra considérer la fonction g : (x,y) — f(x +y,x — 2y).

Exercice 16
Pour la deuxieme question, on pourra étudier x — f(x, —1) et x — f(x,x).

Autocorrection

Autocorrection A

1. Quel que soitp € R?, on a évidemment D(p,1) C R
2. Soitp € R*\ {(0,0)}. Posons = ||p|| > 0.

Ona (0,0) € D(p, 1), car |[p — (0,0)|| = r. Cela montre D(p,r) C R*\ {(0,0)}.
3. Soitp = (a,b) €10,1 [z;posons r=min{a,1 —a,b,T —b} > 0.

Montrons D(p,r) C 10,1 2. Soit z = (x,y) € D(p, 7).

Ona (x—a)? < (x—a)z—i—(y—b)2 =[x, y) — (a, b)||2 <%, donc|x —al < T par stricte croissance
de la fonction racine carré, ce quidonnea —r < x < a+T.

En particulier, les inégalités 1 < a et r < 1 — a montrent :

0<a—r<x<a+r<],

ce qui donne x € ]0, 1[. On montre de la méme facon y € ]0, 1], ce qui donne z € 0,1 2, et
conclut.

4. Notons U = {(x,y) € R? ‘y > cos(x)}; soitp = (a,b) € U.

b — cos(a)

Notons ¢ = > (. Par continuité de la fonction cosinus, on

peut trouver 1 > 0 tel que :

¥x € R, [x — a| < = |cos(x) — cos(a)| < e.

Soit r = min{n, ¢} > 0. Montrons D(p,r) C U.

Soit z = (x,y) € D(p, ).

Comme dans la question précédente, on obtient [x —al < T <metly —b| <r < e.

En particulier, la premiere inégalité entraine que |cos(x) — cos(a)| < ¢, ce qui donne :
y —cos(x) > (b—¢) — (cos(a) + ¢) = (b —cos(a)) —2& > 0,

et montre z € U.



Autocorrection B.
Considérons q = (a + 1, b).

Comme ||q —p|| =1,0naq € D(p, 7). On va montrer qu’aucun disque
ouvert centré en q n’est inclus dans D(p, r).
Soit s > 0.
Considérons le point z = (a + v+ s/2,b).

» Comme |z—q|| =s/2<s,onabienz e D(q,s).

» Comme |z—p||=T+s/2>1,0onaz¢D(p,7).
Cela montre que le disque D(q,s) n’est pas inclus dans D(p,1), et
conclut.

Autocorrection C

On trouve :
V(a,b) € R x RJF,a(a)b) =5 et @(a,b) =3
* * afz 1 afz 2
V(a,b)€R+XR+)a(a)b):—W et @(a’b):_W’
* * of3 of3 a
V(a,b) € R x RJF,a(a,b) =In(ab)+1 et @(a,b) =5 :
of
a—)j(a,b) =2xe ¥ cos (xz +y2) —e ¥ sin (Xz +yz)
¥(a,b) € R?, .
a—J(a,b) =2ye * cos (x* +y?).

Autocorrection D

» L’application partielle vq : x — N(x, 0) = |x| n’étant pas dérivable en 0, la fonction N n’admet pas
de premiere dérivée partielle en 0. Il en va de méme pour la deuxieme dérivée partielle.
» L’application N? : (x,y) — x* 4+ y* appartient clairement a C' (R, R), par opérations, avec :

o(N?) 9(N?)

V(a,b) € R?, ™~ (a,b) =2a et W(a,b):Zb.

I s’ensuit que sa restriction a R? \ {(0,0)} est encore de classe C'. Elle est par ailleurs a valeurs
dans R7.

Par composition, la fonction racine carrée étant de classe C' sur R%, on en déduit que la restriction
de N = VN2 aR?\ {(0,0)} est de classe C', avec:

oN a oN b
V(a,b) € R\ {(0,0)}, —(a,b) = ——— et —(a,b) = ——u—.
(@I ERAOM 50D =Tamm o 5y @Y= U

Autocorrection E
La fonction 0 est de classe C' d’apres la premiere regle de la chaine.

Pourtouta e R,ona:



Autocorrection F.

1. On applique la deuxieme regle de la chaine aux fonctions ¢ : (x,y) — yet{ : (x,y) — x. Ces
fonctions étant de classe C', ona u; € C'(R?).

Pour tout (a,b) € R?, ona:

% ) % )

M a,b) = oy —(a,b) =0 et a a,b) = ax(a b) =1,
donc:
ouy _of [ of [
T (@0) = 5 (0(a,0), ¥(a,0)) T (a, )+ 5 ((a ), w(a,b)) G (ab)
of
= @(b)a)
De la méme facon :
ouy _of ] of oy
E((Mb) - a((p(a)b)ﬂb(a)b)) @(a)b) + @(@(mb)»ﬂ)(a)b)) @(a)b)
= b,a).

2. On applique la premiere regle de la chaine a g : x — x (qui va jouer le role des deux fonctions g
et h). Puisque g est de classe C' onaw, € C! (R), etl'ona, pour touta € R:

0 0
uj(a) = 3-(g(a), o(a) g'(a) + 5-(ala),gla)) g'(a)
:;i(a,a)—i-g;(a,a).

Notons que I’on aurait pu également appliquer la formule de dérivation par rapport a un vec-
teur au point p = (0,0) et au vecteur v = (1, 1).
3. D’apres la question précédente, la fonction ne dépendant que d’une variable { : (x,y) —
f(x,x) = uz(x) est de classe C' et, pour tout (a,b) € R?:
o , of of o

&(aab) =uj(a) = a(‘h a) + @(% a) et @(%b) =0.

La fonction ¢ : (x,y) — y étant également de classe C', on peut appliquer la deuxiéme regle
de la chaine et obtenir que uz € C'(R?) avec, pour tout (a,b) € R?:

%(a,b) gf( (a,b),%(a, b)) aaf:( >b)+§$(@(a»b)»w(a,b)>%ﬁ‘j(mb)
2 (b, f(a,a)) (2 (a,0) + 3 (a,a)>
et %t(a,b)?( (a b),¢(a,b))?§(a,b)+$(@( b), »b))gi)(a»bJ
gf (b, f(a, a)).

4. On applique la premiere regle de la chaine a la fonction uz eta g : x — x (qui joue le role des
deux fonctions g et h). On a donc us € C'(R) et, pour touta € R:

ou,

B (9l 9(@) ¢'(@) + F 2 (g(a), () '(a)

of

of of of
= —y(a,f(a, a)) <ax(a, a) + @(a, a)) + a(a,f(a, a)).
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Autocorrection G.

1. Ona

of of
¥(a,b) € R = (a,b) =sin(a) et ——(a,b)=2b,
0x dy

donc les points critiques de f; forment 'ensemble {(k 7, 0) | k € Z}.

Les extrema locaux de f; sont a chercher parmi ces points.

» Si k € Z est pair, k7 est un maximum local de la fonction cosinus. Le point (k7,0) n’est
alors ni un maximum local (car f1(k 7, ) > fi(k 7, 0) pour tout ¢ > 0) ni un minimum local
(car f1(km+¢,0) < f(km, 0) pour tout € € |0, 27).

Ce point critique n’est donc pas un extremum local.
» Sik € Zestimpair, ona f(km,0) = —1. Or, pour tout (x,y) € R?, ona fi(x,y) = cos(x)+y? >
—1, donc ce point critique est un minimum global.

2. Ona:

of of
V(a,b) € R?, a—xz(a,b) =33 bl +etb et a—;(a,b) =2y + et

of
Comme 3 €3 + e® > 0 pour tout a € R, a—z(a, b) ne s’annule que si b = 0. Or,

Ya € R,%(a,O) =e* >0,
oy

donc les deux dérivées partielles ne s’annulent pas simultanément.

On en déduit que f; n’a pas de point critique, et donc pas d’extremum global.
3. Ona:

of df
Y(a,b) €eR:L, “3(a,b) =6a—-2b—8 et >

=2 .
™ oy (a,b) a+6b+38

Apres résolution du systéme linéaire, on trouve un seul point critique : (1,—1), en lequel la
fonction vaut —8. Pour tout (h, k) € R?, on a alors apres calcul :

f2(1+h,—1 +k) + 8 = 3h? — 2h k + 3Kk%.

Si k = 0, cette quantité est clairement positive. Si k # 0, on peut mettre sous forme canonique :

\* 8
f2(1+h,—1+k)+83(h—3) +§k2>o,
d’ot1 I'on déduit que :
V(h,k) € R%, f1(1+h,—1+Kk) > f(1,-1)

et 'unique point critique (1, —1) de f3 est son minimum.

4. Ona:
0fy
a—(a,b) = arctan(b) exp (a arctan(b))
¥(a,b) e R, {
%(a b) = % ex (a arctan(b))
oy 0 14+Db? p )

On en déduit facilement que le seul point critique de f4 est I'origine (avec f4(0,0) =1).

Or, pour tout (a, b) € R?, on voit que f4(a, b)—1 est du méme signe que a arctan(b), c’est-a-dire
du signe de ab. On en déduit que l'origine n’est pas un extremum local.

La fonction f4 n’a donc pas d’extremum local.
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